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1. eloadas

Ezen az el6adason megismerkediink az dtlag, a median, a tapasztalati szoras és a korrigalt tapasz-
talati széras fogalmaval. Szé esik a box-plot-rél, és az abbdl kiolvashaté informaciokrél, valamint
megemlitédik a tapasztalati stirtiségfiiggvény.

A fenti alapfogalmakat a kovetkezé egyszerii példan keresztiil fogjuk bevezetni.

1. Példa: Tekintsiik azon hallgatdkat akik elégtelennél jobb jegyet kaptak matematika A2-bél.
Az érdemjegyeket az alabbi tabldzat tartalmazza.

érdemjegy | gyakorisdg (v;) | relativ gyakorisdg (%)
5 5 20 2% =0,04
N4 4 33 2 = 0,066
3 3 150 20 =0,3
12 2 297 21 =10,594

A tablézat els6 oszlopaban n; jeloli az i. (i = 2...5) érdemjegyet, ezeket nevezziik a lehetséges
kimeneteleknek. A tablizatbol lathatd, hogy osszesen 500 hallgato kapott elégtelennél jobb jegyet,
ezt a szamot nevezziik a minta méretének, vagy nagysdganak, ezt legtobbszor n vagy N jeloli.
Jelolje &, (7 =1,...,500) a j. hallgaté érdemjegyét. A jegyek atlagat a kovetkez6 képlettel szokas
szamitani:

E=-—> & (1)
Ezt atirhatjuk a kovetkezé modon:

R 5.,
§= 500 ZVﬂh = Z =00 (2)

ahol v; a i. osztalyzat gyakorisaga és n; az i. osztalyzat értéke. Az egyenlOség jobb oldalan meg-

jelend =g értéket az i. osztalyzathoz tartozé relativ gyakorisdgnak nevezziik. Tehdt a relativ
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gyakorisdg a kedvez6 és az Osszes esetek szamanak hanyadosa. Megjegyezziik, hogy a relativ gya-
korisdgok Osszege mindig 1, ezt az olvasé maga is beldthatja. A (2)-es egyenléség jobb oldaldt a
minta sulyozott atlaganak nevezziik.

A példankban szerepld megfigyelések diszkrét értékiliek, hiszen az osztalyzatok mindenkor csak-
is egész értéket vehetnek fel. Folytonos értékekrdl példaul akkor beszélhetnénk, ha a hallgaték
testmagassagat vizsgalnank.

1.1. A box-plot

Az atlag még nem mond el sok mindent a mért adatainkrél. Ahhoz, hogy minél t6bb informéciot
nyerjink a méréseinkbol tovabbi fogalmakra van sziikségiink. Az elsd ilyen fogalom a medidn. A
median az a mintaelem amelyik a sorba rendezett mintaban éppen kézépen van, tehat ugyanannyi
t6le nagyobb elem van, mint kisebb. Ezt formailag a kovetkezOképpen fogalmazhatjuk meg. Jelolje

£,&5,...,&, a sorba rendezett megfigyeléseket (mostantdl a * fels6 index mindig sorba rendezett
mintét fog jelenteni). Ha n pdratlan szdm akkor a kozéps6 elem indexe m = "TH, és igy a median

é = 41 Ha pedig n paros szam, akkor nincs kozépso elem, ezért a két kozépsé elem atlaga lesz

2
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a medidn: § = 2—2— lesz.

Vizsgalhat6 tovabba az is, hogy a medidn alatti illetve feletti mintaelemekrél mi mondhaté el.
Vehet6 ezen elemeknek is a medidnja, amik az eredeti adatainkat 'negyedelik’. Erre vezetjiik be a
kvartilisek fogalmét. Alsé kvartilis (vagy 1. kvartilis) alatt azt a mintaelemet értjiik, amelyik
a medidn alatt elhelyezked6é mintaelemek medidnja, ezt é 1 jeloli. Hasonldéan felsé kvartilisen

(vagy 3. kvartilisen) azt a mintaelemet értjiik, amelyik a medidn felett elhelyezkedd mintaelemek
medidnja, ezt & 3 jeloli. Ertelmezhetd a 0. illetve a 4. kvartilis is, ezek a rendezett mintdnkban

rendre a legkisebb (£7) illetve a legnagyobb (&) elemek. Vagyis a k. kvartilis alatt éppen a mintaban
szereplo elemek %—ed része talalhato és felette a mintaban szerepl6 elemek 1— %-ed rész. Nyilvanvald,
hogy a 2. kvartilis a median.

A kvartilisek felhasznaldsaval tudjuk felrajzolni a mintdnkhoz tartozé box-plotot. Ezt az 1. dbra

szemlélteti.
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A box-plotot vizsgalva tovabbi fogalmak bevezetésére van sziikség. A kozépsd tartomany méretét

interkvartilis tartomanynak nevezziik, amit a tovabbiakban IQR, fog jelolni. Tehéat

IQR = ég — éi.
Lefelé kiugré értékeken azon £; mintaelemeket értjiik, amelyekre fennall:
& < éi —1,5xIQR.
Lefelé extrém kiugro értékek pedig azon &; mintaelemek, amelyekre
& <5~% — 3% IQR.
Hasonléan a felfelé kiugré értékek azon & mintaelemek, amelyekre fennéll:
& > é% +1,5%IQR.
Felfelé extrém kiugro értékek pedig azon &; mintaelemek, amelyekre

§i>§%+3*IQR.

3)

(7)

2. Példa: Tekintsiik 4 kiilonbozé gépkocsi tipus vérosi fogyasztdsat. Minden tipusbdél tobb

auto fogyasztasat feljegyeztiikk és az adatokbdl box-plotokat készitettiink, melyeket a 2.

abran

szemléltetliink. Hasonlitsuk Gssze a fogyasztdsokat vizudlisan! Jol latszik, hogy az A, B és C
jelii kocsik fogyasztdsa nem tér el nagyon egymastdl, mig a D kocsié lényegesen (szignifikdnsan)

kiilonbozik a t&bbitdl.
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2. abra. Az autdk fogyasztasat szemlélteté box-plot abra.



Erdemes lehet azt is megvizsgalni, hogy a mérési adataink az atlaghoz képest mennyire inga-
doznak. Ezt a pillanatnyi megfigyelés és az atlag kiilonbsége fogja megadni, vagyis & — £ értéke.
Konnyen meggondolhatd, hogy az ingadozasok atlaga mindig 0. Tehat

1 n
i=1
vagyis ez nem mond semmit a mintankrél. Ezért az atlagtol vald eltérés abszolit értékét vagy pedig
az atlagtdl vett négyzetes eltérést szoktak vizsgalni:

LS je—e vy 13 (697

i i
Az el6bbi matematikai szempontb6l nem praktikus, hiszen az abszolutérték-fiiggvény nem dif-
ferencidlhaté folytonosan a 0-ban. Ezért az atlagos négyzetes eltérést szokds hasznalni, melyet
tapasztalati szérasnégyzetnek neveziink és s2-el jelsliink, vagyis:

n

=3 (69" )
=1

ebbdl a tapasztalati széras ennek pozitiv négyzetgyoke:

1 — 2
5=y~ (E—8)°" (10)
i=1
Itt az n darab tag nem fiiggetlen egymastdl, hiszen € éppen a & megfigyelések dtlaga. A statisz-
tikdban fiiggetlen adatokkal célszerti dolgozni, igy bevezetjiik a korrigalt tapasztalati szorasnégyzet
fogalmat, melyben az 1/n egyiitthaté helyett 1/(n — 1) szerepel (mert barmely n— 1 darab tag mér

linedrisan fliggetlen):
n

1

(s%)% = n—1;(&_@2‘ (11)
és a korrigalt tapasztalati szérast:
. 1 ¢ 2
s = n_liZI(gi—g). (12)

A korrigalt tapasztalati szorasnak elméleti jelentGsége is van, amelyet a félév soran, késébb is-
meriink meg, amikor az n — co esetet vizsgaljuk.
Vegyiik észre, hogy az atlag, a medidn és a szoras mértékegysége ugyanaz, mint a megfigyeléseké.

1.2. A tapasztalati strtségfiiggvény

A tapasztalati siirtiségfiiggvény, mas néven hisztogram segitségével vizsgalhatjuk, hogy ho-
gyan oszlanak el a megfigyelt értékeink. A slirliségfiiggvény targyalasakor megkiilonboztetjiik a
diszkrét illetve folytonos eseteket.



Diszkrét esetben a koordinata-rendszer X tengelyén a megfigyelt értékeket abrazoljuk, mig az Y
tengelyen a relativ gyakorisdgokat. Mennyiségi valtozo esetén az X tengelyen a skalazds természetes
médon noévekvd sorrendben torténik, mig mindségi valtozd esetén (pl. szin) a skéldzasi sorrend
lényegtelen, csak az oszlopok magassdga szamit. Az 1. példdhoz tartozé hisztogramot a 3. dbra

mutatja.
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3. dbra. Az 1. példédban szerepld osztdlyzatok alapjan felrajzolt hisztogram.
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2. eloadas

Ezen az el6adason folytatjuk a tapasztalati stirtiségfiiggvény targyalasat folytonos esetben és be-
vezetjiik az eloszlasfiiggvény fogalmat. Megismerkediink a tapasztalati korrelacids egytitthatéval,
valamint annak egy specidlis esetével, a rangkorrelacioval.

Folytonos valtozé esetén (pl. testmagassig) a tapasztalati siiriiségfliggvény felrajzolasdhoz a
sorozatbol kivalasztjuk a legkisebb és legnagyobb értékeket, és a koztiik levd tartomanyt inter-
vallumokra osztjuk. Az egyes intervallumok folé Ugy rajzolunk téglalapokat, hogy azok teriile-
te megegyezzen az adott intervallumba esé megfigyelések relativ gyakorisdgaval. Ezeket precizen
a kovetkezdképpen tudjuk megfogalmazni. Legyenek a megfigyeléseink &1,&o,...,&,, a legkisebb
elem legyen xop = ming;, a legnagyobb pedig z;5 = maz§;, ahol IS az intervallumok szédma. Az i.
intervallumra bevezetjiik a kovetkezd jeloléseket:

e Ax;: az 1. intervallum szélessége,
e v;: az i. intervallumba esé megfigyelések szdma, vagyis az . intervallum gyakorisaga,

e fi = fn(x;) n elemi minta esetén az x; helyen felvett téglalap magassig.

Mivel az . intervallumba esés relativ gyakorisaga megegyezik az intervallum folé emelt téglalap

teriletével:
1%}

%~ Aaif(ai), (13)



ebbdl pedig kiszamolhaté a téglalap magassédga:

fu(wi) = : (14)

f.(X)1
A
n_
fn(xi)
> X
Ax

4. dbra. Folytonos valtozé esetén a tapasztalati stirliségfliggvény.

Az intervallumok szaménak (I.5) meghatérozasara bevett médszer, hogy:
e n < 100 esetén IS =~ /n,
e 1 > 100 esetén IS =~ logan + 1.

Az intervallumok beosztdsat pedig ugy érdemes meghatéarozni, hogy nagyjabdl ugyanannyi megfi-
gyelés essen minden intervallumba, vagyis a gyakorisagok kozel azonosak legyenek.

2.1. A tapasztalati eloszlasfiiggvény

Egy masik moédszer a megfigyelések abrazoldsara a tapasztalati eloszlasfiiggvény. Ennek ismer-
tetése elott végezziink el egy kisérletet. Tekintsiink egy homogén, prizmatikus, egyenes rudat. Az
egyik végét rogzitsiik le a derékszogl koordinata-rendszer origdjaba, a riud az X tengellyel legyen
parhuzamos. Vizszintes iranyban kezdjiik el hizni a rudat, az elébb-utébb egy véletlen helyen el
fog szakadni. Ismételjiik meg ezt a kisérletet tObbszor is, és jegyezziik az X tengelyen a szakadasi
helyeket, mig az Y tengelyen az eltort rudak szamanak relativ gyakorisdgat. A szakadasi helyek
novekve sorozata legyen x1, o, ..., x,. Ekkor az 5. dbran lathato 1épcsos fiiggvényt abrazolhatjuk,
amelyet F,, jelol. F,(z;) magassidg éppen az olyan megfigyelések relativ gyakorisagat adja meg,
amelyek x; alatt szakadtak el.

A fenti példa alapjan megfogalmazhatd, hogy mi is az a tapasztalati eloszlasfiiggvény. A ta-
pasztalati eloszlasfiiggvény egy olyan fliggvény, amely megmondja annak az eseménynek a relativ
gyakorisagat, amely kisebb, mint a helyettesitési érték. n elemi minta esetén a fliggvényt Fj,-el
jeloljik.



> X
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X X Xx, X % rud

5. dbra. Homogén, prizmatikus, egyenes rud szakaddsi helyeit szemléltet6 tapasztalati el-
oszlasfiiggvény.

f,(x).
» X
F.001
1
> X

6. abra. A tapasztalati stirliség- és eloszlasfiiggvények Osszehasonlitasa.

A tapasztalati siirlségfligevény és a tapasztalati eloszlasfiiggvény kozott a kovetkezd kap-
csolat all fenn. Rajzoljuk fel egymas ald egy adott megfigyeléssorozathoz tartozo tapasztalati
stirtiségfliggvényt és tapasztalati eloszlasfiiggvényt, egyforma tengelybeosztdsokkal (6. dbra). Ek-
kor a kovetkezd Osszefiiggés figyelheté meg. A j. intervallum helyén az eloszlasfiiggvény magassiga:
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A bal oldalt masképpen irva:

Fr(z)) = fu(@1)Azy + -+ fola))Azj =Y fol@:) A, (16)
=1

Vegylik észre, hogy az utébbi egyenlet jobb oldaldn all6 szumma alakja egy integralkozelité Gsszeg-
hez hasonlit. Ez igy is van, vagyis ha elég finom a felosztdasunk, akkor F,(z;) értéke egy integrallal
megadhaté. Fzzel bévebben a félév sordn még fogunk foglalkozni.

7. dbra. A mindségellendrzés soran kapott tapasztalati stirtiségfiiggvények. a.) nagy gyértdsi in-
gadozas és hibds méretbedllitas. b.) szlik gyartasi ingadozds, de hibas méretbedllitds. c.) nagy
gyértédsi ingadozés, pontos méretbedllitds. d.) szlik gyartdsi ingadozés és pontos méretbeallités.

3. Példa: A tapasztalati siirtiségfiiggvényt a valds életben minéség-ellendrzésre is szoktdk alkal-
mazni. Ehhez tekintsiink egy terméket, mely névleges mérettel, sorozatgyartassal késziil. Célunk
az, hogy a gyartdé gépet pontosan allitsuk be és a gyartdas minGsége minél jobb legyen. Ezt tgy
tehetjiilk meg, hogy a gyéartas utan leellendrizziik a termékek méretét, és ezeket a mérési adatokat
vizsgaljuk. Az adatokbdl elkésziilt tapasztalati siirtiségfiiggvények négyféleképpen alakulhatnak,
ezeket a 7. &dbran lathatjuk. A kivant méretet x jeloli, a mért adataink dtlagat pedig &.

2.2. Két valtozo kozotti kapcsolat

A fizikdban és a mérndoki életben sokszor sziikségiink lehet két valtozd kozotti kapesolat vizsgalatara.
Gondoljuk példaul arra, hogy egy csap nyitasanak fiiggvényében valtozik a csapon atfoly6 vizdram.



Persze nem mindig van ilyen kapcsolat. A kovetkezdkben arra a kérdésre fogunk valaszt adni,
hogy van-e linearis kapcsolat két megfigyelt valtozo kozott. Két véaltozd esetén a megfigyeléseink
pontparok lesznek. Legyenek ezek (£1,11), (2,12), ..., (&n, nn). Ezeket a pontparokat abrézolhatjuk
egy derékszogii koordindta-rendszerben (8. dbra), melynek az X tengelyén &;—& van, az Y tengelyén
pedig n; — 7). Vagyis az origét betoltuk az dtlagokba. Ekkor mind a négy siknegyedbe keriilhet
pontpar. Minden megfigyeléshez definidljuk a kovetkezé értéket:

¢j = (& — )(nj — 1) (17)
c; eléjele a szorzat tényezdinek eldjelétd] fligg, vagyis:
e c; < 0 a bal fels6 és jobb alsé stknegyedekben,

e c; > 0 a jobb fels6 és bal alsé stknegyedekben.

8. dbra. A pontparok dbrdzoldsa és a c; egyiitthatok eljele.

Jelolje C a c; értékek Osszegét:
n n B
C=) cj=) (&8~ (18)
j=1 j=1

C elGjele meghatarozza, hogy a pontok hogyan helyezkednek el a koordindta-rendszerben, ezt a
9. &aban szemléltetjiik. Annak érdekében, hogy a C' mérészém a pontok szamatol és az inga-
dozasoktdl is fiiggetlen legyen, dtlagolni kell, valamint leosztani a két valtozohoz tartozd tapasz-
talati szérasokkal. Az igy kapott szamot nevezziik tapasztalati korrelaciés egytuitthaténak és
p(&,m)-val jeloljiik. Tehét X
n ~ —
pEm) = 2j=1(& — O — 1) 19)

S¢sn




A korrelaciés egyiitthatéra mindig fennall, hogy —1 < p < 1. Ertéke pedig vélaszt adhat arra,
hogy van-e valamiféle determinisztikus, fiiggvényszer( kapcsolat a két véaltozd kozott, de sajnos ez
az érték csak linedris kapcsolat szorossagat mutatja meg. Mégpedig:

e Ha p~ —1, akkor £ és n kozott ellentétesen valtozo kapcsolat van és a pontokra egy negativ
meredekségli egyenes illesztheto.

e Ha p =~ 1, akkor £ és n kozott egyiitt valtozd kapcsolat van és a pontokra egy pozitiv mere-
dekségii egyenes illeszthetd.

9. dbra. Ha a pontok egy pozitiv meredekségli egyenes mentén helyezkednek el, akkor C elGjele is
pozitiv. Ha pedig a pontok egy negativ meredekségli egyenes mentén helyezkednek el, akkor C
elGjele negativ.

Ha példaul a megfigyelt valtozok kozott négyzetes kapcsolat van, vagyis n = &2, akkor a pontok
egy parabolan helyezkednek el, vagyis a felsé félsikon. Ekkor a c; értékek az egyik siknegyedben
negativak, a masikban pedig pozitivak és igy p ~ 0.

A korrelacio egyik specidlis esete a rangkorrelacié. Ezt a fogalmat egy példan keresztiil ve-
zetjik be.

4. Példa: Tekintsiink egy borversenyt, ahol 4 fajta bort tesztel egy kéttagi zstri. Jeloljik a
kiillonb6z6 borokat A, B, C' és D betiikkel, az elsé zsliri pontszamait £ mig a masodik zstiriét n fogja
megadni. A zsliri dontése az alabbi tabldzatban lathaté. Arra vagyunk kivdncsiak, hogy 6sszhang-
ban van-e a két zsiiritag dontése? Erre a valaszt a két rangsor kozotti korrelacids egytitthatobdl
kaphatjuk meg.



[\
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1. zstiritag (&)
2. zstiritag () | 1 | 3|2 | 4

3. eloadas

Az el6adason folytatjuk a rangkorrelacié targyalasat. Bemutatunk két gorbeillesztési mddszert, a
legkisebb négyzetek moédszerét és a Wald-mddszert. Az illesztés josaganak vizsgalatara bevezetjiik
a determinacios egyiitthato fogalmat.

Rangkorrelacio, més néven Spearmann-féle korrelacié esetében elsGsorban olyan mennyiségeket
vizsgdlunk, ahol nincsen objektiv mérce. Ilyen példaul egy olimpiai sportag zstri altali értékelése,
vagy az X-faktor.

El6szor a két taghdl allé zstiri esetével foglalkozunk. Tegyiik fel, hogy ny szamu versenyzénk
van, ket jeloljitk vq,vg,...vy, betiikel, a zsiiri két tagja legyen 21 és zo. Az i. (i = 1...ny)
versenyz6 Osszesitett pontszdmat jelolje ¢; = ;1 + 732, ahol r;1 és r;2 rendre az elsé illetve a
masodik zstliritagtél kapott pontszam. Az a versenyzd nyer akinek a legkisebb az Osszpontszama.

A kérdés pedig az, hogy mennyire egyhangu a zsiiri dontése. Erre a két pontszamsorozat kozotti
korreléciés egytlitthatd ad vélaszt:

nv

LZV}V (ri1 — 77 o

2 (rig — 1) (rig — 2)

p(ri,r2) = : : (20)
518592

Ahol 7; jeloli az i. zsliritagtdl kapott atlagos pontszamot. Vezessiik be a d; = r;1 — ;2 jelolést.

Belathatd, hogy ezzel a (20) egyenlet a kdvetkezd alakra hozhato:

6> 1Y, d?
p(ri,rg) =1 — —==—"1_. (21)
ny(n?, — 1)

Megjegyezziik, hogy a Rang-korrelacid tetszéleges pontsorozat esetén megmondja, hogy a pont-
sorozat mennyire tekintheté6 monotonnak. Ehhez sziikséges el0szor a pontsorozatot mindkét koor-
dindta szerint rangsorolni. A (21) képletet erre a transzformalt sorozatparra kell alkalmazni. Az
eredmény pedig nem a linedris kapcsolat erésségét fogja jelenteni, hanem a monotonitds erésségét.

Tobb zsiiritag esetén a Kendall-féle konkordancia egyiitthatéval szokds Osszehasonlitdst
végezni. Ehhez legyen a zsfiri 1étszdma nz, a versenyzdk szama tovabbra is ny . A zslri dltal adott
pontszamokat irjuk a lenti tabldzatba.

A 7o . Zny, Z
v1 1,1 T2 | | Ting c1
(%) 2.1 2.2 T2ny C2

Uny | T"ny,1 | Tny,2 "ny,ng | Cny

= Z;Zl r;j, az i. versenyz6 pontszamainak az Osszege, vagyis a tdblazatunkban az i. sordsszeg.
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Rendezziik ezeket az Gsszegeket novekvd sorrendbe, az 1j jeloléssel: ¢f < c3 <...c; . Meggondol-
hat6 a kovetkezo. Ha a zstiriben teljes az 6sszhang, vagyis mindenki ugyanazt a versenyzot rakja

az 1. helyre, akkor

ci=nz, cy=2nz, ... ¢ =ing, ... C, =nyng (22)
Aci =ngz, (=1,...,ny —1). (23)

Ahol Acj jeloli a ¢} és ¢, kozotti kiilonbséget. Ha semmilyen 6sszhang nincs a zstiritagok pon-
tozasa kozott, akkor

1 &
c=—)Y ¢, (24)
ny 4
i=1
Ac; =0, (i=1,...,ny—1) (25)
Tekintslik a kovetkezO, szords-szert Osszeget:
ny
2= (- a) (26)
i=1

S? pontosan akkor lesz maximaélis, ha a zsfiriben teljes az Gsszhang, vagyis minden Acf = ng,
(i=1,...,ny —1). Valamint pontosan akkor minimélis, ha a zs{iri pontozdsa Ossze-vissza tortént,
mert ekkor ¢ = ¢;, és ebbdl S2 = 0. A Kendall-féle konkordancia egyiitthaté az aktuilis
szorast hasonlitja Ossze azzal az esettel, amikor a zsiiri szavazata egyhangu, ezt W-vel jeloljiik:

W = 7523'“ :
Smaa:
Smaz Kiszamolhaté a kovetkezé médon:
2 1 2
Smam EnZnV(nV - 1) (27)
Tehat oy )
12) . cC— ¢
W= 221=1 (QC ) (28)
nyzny(ni; — 1)

3.1. Gorbeillesztés
3.1.1. Legkisebb négyzetek mddszere

Felmeriilhet az a kérdés, hogy ha a valtozok koézott nem linearis a kapcsolat, akkor mennyire nem
az, illetve taldlhaté e masmilyen kapcsolat és mi annak a mddja. Ezzel a matematikdban a reg-
resszidanalizis foglalkozik. A gorbeillesztésre a legelterjedtebb mddszer a legkisebb négyzetek
moédszere, amely Gauss (1795) nevéhez flizédik. Megjegyezziik, hogy az Excel beépitett trend-
vonalillesztéje is ezt a mdédszert hasznélja. A gorbeillesztés jésdganak szamszeriisitésére a deter-
minacids egylitthaté szolgdl.
A legkisebb négyzetek mddszerének alkalmazhatésagahoz feltétel az, hogy az abszcissza valtozdjanak

ne legyen hibaja, vagyis azt pontosan ismerjiik, ennek fényében ezt a valtozét latin betiivel fogjuk
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jelolni. A fiiggd valtozo pontos ismerete nem feltétel, vagyis azt terhelheti hiba, igy ezt gorog
bettivel fogjuk jelolni. Legyenek tehat a megfigyelt pontjaink (z;,7;), (j = 1,...,n). Olyan grafi-
kont szeretnénk taldlni, amely a pontok kozott halad, és a lehetd legjobban kozeliti azokat. Tegytiik
fel el6szor, hogy ismerjiik a pontok kozotti fiiggvénykapcesolatot, legyen ez y(x):

y(‘rL‘) Zy(m,ao,al,...), (29)

ahol o; (i = 0,1,...) paramétereket szeretnénk alkalmasan megvalasztani. Az a célunk, hogy az x;
helyeken y(x;) és n; eltérése minimélis legyen. Ehhez nézzitk meg minden j index esetén ezeket az
eltéréseket:

e; =1 —y(zj, 0, 0q,...). (30)
szamunkra az eltérések elGjele nem érdekes, ezért emeljiink négyzetre:

e? = (n; — y(zj, 0, a1, .. )2 (31)

y=f(x,0,,0,,...)

10. abra. Legkisebb négyzetek mddszerével illesztett y gorbe és a megfigyelt pontok kozotti eltérések.

Annak érdekében, hogy az Osszes hibat egyszerre tudjuk minimalizalni, adjuk Gssze a négyzetes
eltéréseket, ezt jeloljiik D-vel:

D(ap, a,...) == Z(nj —y(xj, a0, 1,...))% (32)
j=1

Mivel z; és n; ismert menyiségek minden j = 1,...n esetén, ezért a (32) egyenléség jobb oldala
csak ag, aq, ... paraméterektél fligg. Tehat a feladatunk a D(«g, o, . . .) figgvény minimumdat meg-
hatarozni az a; (i = 0,1, ...) mennyiségek fiiggvényében. Tobbvaltozds fiiggvény minimumhelyét a
parcialis derivaltak segitségével tudjuk meghatarozni. Jelen esetben azzal nem fogunk foglalkozni,
hogy 1étezik-e minimumbhely, egyértelmii-e, lokélis vagy globélis-e a minimum stb.
Az egyszeriiség kedvéért példaként a tovabbiakban y(z) masodfoku fiiggvény esetére mutatjuk be
a modszert. Tehét

y(x, ag, o1, ag) == ag + a1z + aga? (33)
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fgy a kovetkezo egyenletet kell megoldanunk:

8 n
5o 2 (17— 00 — anzj — axaf)’ = 0. (34)
7 =1

Minden «;-re elvégezve a derivalast az alabbi egyenletrendszert kapjuk:

n
—2> (1 — ap — a1z; — apx?) = 0,
=1

n
-2 Z (nj —ap — oz — agx?)xj = 0, (35)
j=1
n
—2 Z (n; — oo — aqxj — OJQIIZ?){L'? = 0.
7j=1

Egyszeriisitve —2-vel, a szummakat felbontva és rendezve az egyenlOségeket a kovetkezo linedris
algebrai egyenlGségrendszert kapjuk:

n n n
2
nog + o E T+ a2 E Ty = § Njs
Jj=1 Jj=1 Jj=1
n n n n
2 3
(%) E Tj+ o g T+ g xr; = E Z;iNj, (36)
J=1 Jj=1 Jj=1 Jj=1
n n n n
2 3 4 _ 2.
Qg g i+ o g T+ oo g r; = g xin;-
Jj=1 Jj=1 Jj=1 Jj=1

Felhivjuk a figyelmet arra, hogy a fenti egyenletrendszerben az ismeretlenek ag, a1 és ao, az egytitt-
hatéik pedig a szummas kifejezések, amelyeket a mérési eredményeinkb6l ki tudunk szdmolni. (itt
kihasznaljuk azt is, hogy a fiiggvénykapcsolatot leiré egyenlet paramétereire nézve linedris). Az
egyenletrendszer megoldhatésagaval az eldadds keretein beliil nem foglalkozunk. Viszont megje-
gyezzik, hogy linedris algebrai tanulményainkbol tudjuk, hogy a fenti rendszer matrixos alakra
hozhatd, és igy, ha az megoldhatd, akkor példaul Excel programmal konnyen meghatarozhaték az
ismeretlenek.

3.1.2. Determinacios egytitthaté

Miutén meghataroztuk, hogy milyen magasabb rendii polinomot illesztiink a pontjainkra, természetes
moédon meriil fel a kérdés, hogy mennyire jé a vélasztdsunk. Erre ad véalaszt a determinacids
egyiitthaté. Ehhez legyenek a mérési pontjaink (xj,7;), j = 1,2,...n, és a valasztott gérbénk
y(x). Szamoljuk ki az n; értékek atlagat és az atlagtol vett tapasztalati szordsmégyzetet! Ez utébbit
S2-vel jeldljiik (a t index a teljes szérdsra vonatkozik):

1l
n= EZUJ‘ (37)
j=1
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n

=23 -0’ (3%)

=1
Az n; értékek tapasztalati szorasnégyzetét az illesztett polinomunkhoz képest is ki lehet szdmolni,
ezt S2, jeldli (az m index a maradék szérdsra vonatkozik):

Sm=—> (ny —ylx;)? (39)
j=1

S|

Tehat S2, azt mondja meg, hogy az illesztett y gorbe helyettesitési értékei az x; helyeken mennyire
térnek el az n; mért értékektdl (11. abra).

Yy,

yj N
-

v

X

11. dbra. A determindcidés egyiitthaté szamitdsakor az 7; pontok szérdsat az illeszett gorbénkhez
képest is ki kell szamolni.

Ekkor a determindcios egytitthato:
5o,

R2
St

(40)
Gondoljuk meg, hogy ha S2, = 0, akkor nj = y(x;), vagyis az illesztett fiiggvényiink dtmegy minden
ponton. Ekkor R? = 1. Ha pedig y = 7, azaz a kozelito fiiggvény épp az dtlag, akkor R? = 0. Tehat
R? azt mondja meg, hogy mennyire halad kozel a pontokhoz a vilasztott fiiggvény. Megjegyezziik,
hogy R? = 1 esetén y interpolaciés polinom, ami nem a legjobb véalasztds, hiszen egy n pontra
illeszked6 interpolécids polinom akar (n — 1)-edfokd is lehet. Statisztikai szempontbdl egy n-edfoku
polinom pedig nem szolgal hasznos informaciokkal a megfigyeléseinkre vonatkozélag. Ezért inkabb
arra torekedjink, hogy az illesztett polinomunk foka joval kisebb legyen, mint a megfigyeléseink
szama. A hallgaté maga is meggondolhatja, hogy egyenes illesztése esetén a tapasztalati korrelacids
egyltthatd és a determindcios egyiitthaté megegyeznek

p*(yj,mj) = R?. (41)
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3.1.3. Wald-moddszer

Ha két valtoz6 kotott linedris kapcesolat van, akkor egy masik egyenesillesztési médszer a Wald-
moédszer. Késobb latni fogjuk, hogy ez a mddszer akkor alkalmazhatd, ha mindkét valtozdét hiba
terheli. A mddszer a kovetkezé gondolaton alapul. Abrézoljuk a megfigyelt pontparokat és a
sikon hatarozzunk meg egy elvdlasztd egyenest, ezzel két részhalmazra osztva a megfigyeléseket.
Szamoljuk ki a ponthalmazok sulypontjait, és illessziik a megfigyelésekre azt az egyenest amely
athalad a két silyponton (12. 4bra).

y=a,+a,X

X X,

12. abra. Wald-modszerrel illesztett egyenes.

Tehat legyenek a megfigyelt pontparjaink {@,m}?:l, az illesztett egyenes egyenlete pedig y =
a1z + ap. A pontokat ugy érdemes szétvalasztani, hogy a stulypontok a lehetd legtdavolabb esse-
nek egymastél. Ha a pontokat példaul egy pontdiagramon abrazolva nem egyértelmii, hogy hol
véalasszuk el, akkor rendezziik sorba a &; értékek szerint a pontparokat. Legyen a sorba rendezett
pontsorozatunk {f;, n;}i—1, és alegyen & az az érték ahol szétvalasztjuk a pontokat. Ekkor a két
sulypont:

S1=(Z1,71), S2=(T2,%2), (42)

ahol az S és So sulypont koordinatait a ponthalmazok atlagaibdl kaphatjuk meg:

N DV
$1=T§1fj7 ylzrglﬁj, (43)
= j=

1 " 1 -
To — E * o — E * 44
1) n—r "5]7 Y2 n—r 77] ( )

j=r+1 Jj=r+1
A két sulypontot Osszekotd egyenes iranytangense és konstans tagja:

Yo — U1 , _ _ _ _
= = —, €8 Q0 =Y1 — Q171 = Y2 — 1T2 (45)
T2 — I1

aq
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4. eldoadas

Az elmult el6adasokon az igynevezett leird statisztikaval foglalkoztunk, ahol véges n szamui meg-
figyelésekbdl vontunk le kovetkeztetéseket. Azonban fontos lehet azt is tudni, hogy mi torténik
akkor, ha a megfigyeléseink szaméat noveljik, vagyis ha n — co? Vajon stabilizdlédik-e az atlag?
Hogyan alakulnak a mar korabban targyalt fiiggvények?

Az el6adason a valdszinliségszamitds alapvetd fogalmait ismerjiik meg: definidlni fogjuk a
véletlen esemény és a valdsziniiség fogalmat. Ismertetjik az eloszlas- és slrtségfiiggvényt, be-
vezetjilk a varhaté érték fogalmat.

4.1. Véletlen esemény

A valésagban szamtalan olyan esemény van melynek bekovetkezését a figyelembe vett koriilmények
nem hatarozzak meg egyértelmiien. Példaul tegytik fel, hogy csapagygolyok atmérdjét szeretnénk
mérni, és meghatdrozunk egy intervallumot, amin belil kivanjuk tartani ennek értékét. A tapasz-
talat azt mutatja, hogy nem lesz minden csapigygolyé mérete az intervallumon belill. Ez azzal
magyarazhatd, hogy az altalunk figyelembe vett koriilmények még nem hatdrozzak meg pontosan
a csapagygolyok méretét.

A fenti példa alapjan a kovetkezd definiciét mondhatjuk ki. Véletlen eseménynek nevezziik az
olyan eseményt, amely esetén a figyelembe vett koriillmények nem hatarozzdk meg egyértelmiien az
esemény kimenetelét.

Fontos megjegyezniink, hogy ebben a fejezetben a szemléletességet tartjuk elsédlegesnek. A
bevezetett fogalmak pontos meghatdrozasa a valdsziniiségszamitas tankonyveiben megtalalhatok.

4.2. Relativ gyakorisag, valosziniiség

Végezziink egy kisérletsorozatot, és egy altalunk kivalasztott esemény relativ gyakorisadgat dbrazoljuk
az elvégzett kisérletek szaménak fliggvényében. Ekkor azt tapasztalhatjuk, hogy a relativ gyako-
risdg ingadozik. Belathatd, hogy ha noveljik az elvégzett kisérletek szamat, akkor az ingadozas
csillapodik: egy atlag koriil oszcillal. Ezt az atlagot nevezziik az esemény bekovetkezésére vonat-
koz6 valésziniiségnek (13. dbra). Nyilvdnvaléan ez a definicié szemléletes, de pontatlan.

V

n

A

13. abra.

Felhivjuk a figyelmet arra, hogy a pontsorozat nem feltétleniil tart az atlaghoz, azonban egyre
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jobban kozeliti azt.
Legyen A egy esemény, ekkor az A bekovetkezésének valdsziniiségét a kovetkez6 mddon irjuk:

P(A)=p, 0<p<l. (46)

Ha B biztos esemény, akkor P(B) = 1. Ha pedig L lehetetlen esemény, akkor P(L) = 0. Fontos
megjegyezni, hogy ha egy esemény bekovetkezésének valdszintisége 0, akkor nem feltétleniil lesz
az esemény lehetetlen esemény. Példaképp, jeloljiink ki a sikon egy pontot, és egy korzé hegyével
véletlenszeriien bokjiink a sikra. Ekkor annak a valészintlisége, hogy éppen az altalunk el6re kijelolt
pontra bokiink 0, mégis ez nem lehetetlen.

Egy esemény szamszertsitése érdekében bevezetjiikk a valdszintliségi valtozdkat. Az ilyen
valtozé értéke nem egyértelmi, véletlenszerl ingadozast mutat, vagyis a figyelembe vett koriillmények
nem hatérozzék meg egyértelmiien az értékét. Altaldban a valészintiségi valtozokat gorog betiikkel
jeloljik. A tovabbiakban olyan moddszereket mutatunk be, amelyek egy valdsziniiségi véltozo
értékeinek lefrasara alkalmasak.

4.3. Valészintliségi valtozdk leirasa

A tovabbiakban tekintsiik a & valdsziniiségi valtozot.
Az elsé fiiggvény, amit a £ leirasira haszndlunk, az eloszlasfiiggvény. n — oo esetén az F,(z)
tapasztalati eloszlasfliggvény ehhez a fiiggvényhez tart (lasd a 14. dbrat). Emlékezziink vissza,

F,00t F() 4

1 1

B >
rﬁ |

&, 6 R & x

2

14. 4bra.

hogy egy n elemii minta esetén F,(z) azt mondta meg, hogy mennyi azon elemek relativ gyako-
risdga amelyek x-nél kisebbek. Ennek analdgidjara a £ valdszinliségi valtozé F' eloszlasfliggvénye
az x helyen azt mondja meg, hogy mekkora annak a valdszinlisége, hogy & az x értéknél kisebb.
Matematikailag ezt a kovetkezOképpen irjuk le:

F(z) = P(§ < x). (47)

Konnyen meggondolhatd, hogy barmely £ valdszinliségi valtozo F eloszlasfiiggvényére a kovetkezo
tulajdonsagok mindig igazak:

e 0 < F(x) <1 minden x-re.

e Ha x — —o0, akkor F(x) — 0,
ha x — oo, akkor F(x) — 1.
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e F'(z) monoton nové fiiggvény: ha x1 < zo akkor F(z1) < F(x2).
° P(xl < f < iL'Q) = F($2) — F(.Tl)

Az f,(z) tapasztalati siiriségfliggvény n — oo esetében beszéliink stirtiségfiiggvényrol. Ha
.. , . s ’ . ey 124 . ’ 2 .
a j. intervallumba esés gyakorisdgat v; jeldli, akkor f,(z;) = - A]a:j volt. n novelésével az inter-
vallumokba esések gyakorisdga is n6, és n — oo esetén a tapasztalati stirliségfliiggvény folytonos

fiiggvényhez tart. Ez lesz az f(z) siriségfiggvény. A 15. abran egy £ valdszintliségi valtozo

F(X) A

15. dbra. Az eloszlés és siirtiségfiiggvény kapcsolata

eloszlasfliiggvénye és a hozza tartozd siriségfiiggvény lathats. A jelolések alapjan a Az interval-
lumba esés valdszintisége éppen AF, vagyis AF = P(§ € Az). A silirliségfiiggvényt pontosan gy
definidltuk, hogy egy intervallumba esés valészinlisége éppen az intervallum és a slriuségfiiggvény
kozotti teriilettel legyen egyenld, vagyis P(€ € Ax) = f(x)Az. Ezzel

AF = f(x)Ax. (48)
Amibdl a sirtiségfiiggvény:
AF
- ) 49
72 f) (19)
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Hataratmenetet véve a striiségfiiggvény és az eloszlasfiiggvény kozott a kovetkezo Osszefiiggést
kaptuk:

dF
x) = —.
fla) =

Es az alabbi tulajdonsagok mindig fennallnak:

(50)

e f(z) > 0 minden z-re.
o F(xg)— F(x) = f;lz f(z)dz.
e Ha z — +o0 akkor f(z) — 0.

3 fjoooo f(z)dx = 1.

Megjegyezziik, hogy léteznek nem folytonos eloszlasu valdszintliségi véaltozok, de mi ennek a
targynak a keretein beliil ilyenekkel nem foglalkozunk.

A £ valdsziniiségi valtozd varhaté értéke olyan allandé amely koriil € értéke ingadozik. Ennek
definidlasdhoz elOszor tekintsiik a &1, ... &, megfigyelések atlagat:

o1&
§:n;5¢- (51)

Ezt a relativ gyakorisdgok és a tapasztalati slirliségfiiggvény segitségével kozelithetjilk. Ehhez
legyen J a tapasztalati sfiriségfiiggvény intervallumainak a szama, a j. intervallum egy pontja x;,
és a j. intervallumba esés gyakorisdga v; (j =1...J). Ekkor

- 1 V;
f = ﬁ Vj.%'j = Z K]‘ijijj. (52)

Jj=1 Jj=1

Ahol Az; a j. intervallum szélessége. A fenti jelolésekkel a j. intervallum feletti oszlop magassdga:

y
fnls) = nij]’
ezzel pedig
J J
.
S i = et (53)

n —> oo esetén a fenti Osszeg egy integralkozelité Gsszeg:

J 4o
an(a:j)a:jAa:j — / xf(x)dz. (54)
j=1 —oe
ezt az integralt nevezziik a £ valdsziniiségi véltoz6 varhaté értékének, amit M (&)-vel jeloliink:
+0o0
M© = [ apwa, (55)

Béar az dtlag véletlentdl fiiggd mennyiség, az M (£) varhaté érték nem valdszintiségi valtozd, hanem
alland6 mennyiség. A varhato érték tulajdonsagai a kovetkezok:
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o M(¢+a)= M) +a.
o M(af) = aM(€).
o M(§+mn)=M(E)+ M(n).

5. eloadas

Ezen az eldadason definidljuk valdszintiségi valtozokra a szordsnégyzet fogalmat. Bemutatjuk a
standardizaldas mddszerét. Kimondjuk a nagy szamok torvényét. Megismerkediink két nevezetes
eloszlassal, az egyenletes illetve a normaélis eloszlassal. A centrélis hatareloszlds tételérol is szé esik.

A ¢ valésziniiségi valtozé szérasnégyzete annak a mértékét mondja meg, hogy £ mennyire
ingadozik a varhaté értéke koriil. Ezt D?(¢) = Ug jeldli és

D*(&) = M[(M(¢) - €)°]. (56)
A szérés a szérasnégyzet pozitiv gyoke: o = +vo2, tulajdonsigai pedig:
e 0 <o, és 0, ha £ determinisztikus valtozo.
e Ha ¢ = a€, a konstans, akkor D?({) = a2D?(¢).

Ha ¢ = a + &, a konstans, akkor D?(¢) = D?(¢).

Ha ¢ = a& + b, a,b konstans, akkor D?({) = a?D?(€).

Ha ( = & + &9, és & és & fliggetlenek egymastdl, vagyis az egyik esemény bekovetkezése nem
befoly4solja a masik esemény ismeretét, akkor D?(() = D?(&;) + D?(&).

5.1. Alkalmazas

A kovetkez6kben megfigyelések atlaganak varhato értékérdl és szorasardl beszéliink. Tekintsiik a
&1, 69, ..., &, megfigyeléseket, melyeknek atlagat jelolje €. Tegyiik fel tovabb4, hogy a & megfi-
gyeléseket ugyanolyan koriilmények kozott figyeltiik meg és a kiilonb6z6 megfigyelésein eredményét
a tobbi nem befolyasolta. Ekkor azt szokas mondani, hogy a megfigyeléseink azonos eloszlasiak és
fliggetlenek, vagyis a statisztikai mintank reprezentativ.

Mivel az atlag véletlentdl fliggd mennyiség, ezért érdekes lehet szamunkra, hogy mennyi a
varhaté értéke. Ezt az atlag definicidja és a varhato érték tulajdonsagai alapjan igy szdmolhatjuk:

VGRINE ;£> - iM<§5) -2 gM@-)- 67)

Mivel feltettiik, hogy a megfigyeléseink ugyanolyan eloszlasiak, ezért a varhaté értékiik is meg-
egyezik: M (&) = M (&) =+ = M(&,) =: M(§). Ezért:

M(@) = -3 M(E) = SnM(€) = M(©) (5%)
=1
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fgy az atlag varhatdé értéke megegyezik a megfigyelések varhaté értékével, vagyis ugyanazon érték
koriil ingadozik, mint a megfigyelések. Ekkor azt mondhatjuk, hogy az atlag becslése (kozelitése)
a varhato értéknek.

Felmeriil a kérdés, hogy az fentihez hasonlé becsléseket hogyan kategorizaljuk. Ehhez bevezetjiik
a torzitatlan becslés fogalmat: ha a becslés varhato értéke megegyezik a keresett értékkel, akkor
az torzitatlan becslés. Ennek fényében az atlag torzitatlan becslése a varhaté értéknek.

Az atlag szbérasat hasonléan a varhatd értékéhez igy szamolhatjuk:

D*(€) _D2<i§§i> = 7112D2<§§i). (59)

Mivel a & megfigyelések fiiggetlenek és azonos o szérasuak:

n n o2
D@ D%Z}Q—ziyﬂwzézyhgf (60)
=1 =1

Ebbdl pedig mar latszik, hogy érdemes atlagot szamolni, hiszen az kevésbé ingadozik a varhato
érték koriil, mint a megfigyelések. Valamint n — oo esetén az atlag szorasa 0-hoz tart.

5.2. Standardizalas

Legyen ¢ egy valészintiségi valtozo, varhaté értéke M (€) = m és szérasnégyzete D?¢ = o2, Ekkor
¢ attranszformalhatd a kovetkezd 1 valdszinliségi valtozdva:

=t (61)
Konnyen lathaté, hogy n varhaté értéke 0 és szérasa 1:
M) =31 (£ = 200~ M) = =) =0 (62)
o o o
1 1
D*(n) = D2<E Um> = ;(Dz(é) + D?*(m)) = ﬁ(ﬁ +0) = 1. (63)

Ezt a moédszert nevezzik standardizalasnak.

5.3. A nagy szamok torvénye

A nagy szamok torvénye azt fogalmazza meg, hogy n — oo esetén egy esemény relativ gyako-
risdga a valdsziniiség koriil ingadozik, és annak egy e sugaru kornyezetében marad. Formalisan:

v
lim P(‘—p‘>6>=0 (64)
n—00 n
A fenti konvergencia a sztochasztikus konvergencia, jelolése:

— ——p, ha n— oo (65)

Ebben az értelemben az atlag sztochasztikusan tart a vérhaté értékhez: € —» M(€).
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16. dbra. Ha egy esemény elég sokszor el6fordul, akkor elég nagy valdsziniiséggel a relativ gyako-
risdga az atlag egy e sugari koérnyezetében marad

5.4. Néhany nevezetes eloszlas

A kovetkezékben roviden ismertetiink néhany fontos valésziniiségi valtozot és az azokat leird fiiggvényeket.

5.4.1. Binomialis eloszlasu valdsziniiségi valtozé

Tekintstink egy n elem{i mintat, melyben egy elem vagy selejtes, vagy nem. Legyen p annak a
valoszintisége, hogy egy kivélasztott elem hibas. Mekkora annak a valészinlisége, hogy az n elemi
mintaban éppen k darab selejt van?

A kérdés megvilaszolasahoz vezessiik be a & valdszinliségi valtozot, amely azt mondja meg, hogy
mekkora annak az esélye, hogy a mintdban éppen k darab selejt van. ¢ ekkor binomidlis eloszlasi
lesz, melynek siirliségfiiggvénye (a fenti jelolések mellett) (17. dbrén feliil):

P& =k) = <Z>p’“ (1—p)" ",

Eloszlasfiiggvénye (17. dbran alul):
k—1 Bl 4
Pe<t =Y Pe=i=3 (7)ra-n",

Varhato értéke és szorasnégyzete:
M) =np é D*=np(1-p).

¢ diszkrét eloszlasu, hiszen csakis 0 és n kozotti egész szdmokat vehet fel (ez az oka annak is,
hogy az eloszlasfliggvény nem integral alakban van megadva).

A binomialis eloszldst leird fliggvényeket és konstansokat két paraméter, nevezetesen n és p
egyértelmiien meghatarozzak, ezért szokas £ € Binom(n, p) jelolést alkalmazni.
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17. dbra. n=40 és p=0,2 paraméteri binomialis eloszladsi valdsziniiségi valtozd slirliség-, illetve
eloszlasfiiggvénye

5.4.2. Poisson eloszlasu valdszintiiségi valtozo

Poisson-eloszlést kovethetnek az alabbiak:
e adott idészakban bekovetkezd véletlen események szama;

e adott tartomanyba jutd, véletlentil elhelyezkedd pontok szama;

Ha £ Poisson eloszlasi, akkor k = 0,1,2,... értékeket vehet fel, vagyis diszkrét valdsziniiségi
valtozo, és
L N
P =k)= 7€

A tetszOleges rogzitett valds szam a Poisson-eloszlds paramétere. Fontos, hogy a P(§ = k) valésziniiség
csakis az intervallum hosszatdl, vagy a tartomany nagysagatdl fiigg.
A ismeretében £ varhaté értéke és szordasnégyzete:

M) =X é D*=\

Erdemes megjegyezni, hogy bizonyos esetekben a Poisson-eloszlas jé kozelitése a binomidlis
eloszlasnak. Ugyanis, ha n értéke sokkal nagyobb, mint k és p kicsi, akkor érvényes a kovetkezd
kozelités:
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18. dbra. A=8 paraméterii Poisson-eloszlasi valdsziniiségi valtozo stirliség-, illetve eloszlasfiiggvénye

e P

(})t =~ )

vagyis A = np valasztassal éppen a Poisson-eloszlast kapjuk.

5.4.3. Egyenletes eloszlasi valdszintiiségi valtozé

A legegyszeriibb folytonos valdsziniiségi valtozo6 az egyenletes eloszlasu valdszintiségi valtozd. Ezt
ugy képzelhetjiik el, hogy ha adott egy [a, b] intervallum, akkor £ az intervallum barmely szakaszéra

ugyanakkora valdszintiséggel esik. A sirtiségfiiggvényét és eloszlasfiiggvényét a kovetkezdképpen
adhatjuk meg;:

0 haz <a 0 haz <a
flz)=¢ &= haa<az < F(z)=¢ 7=+ haa<xz<b
0 hab<zx 1 hab<z
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19. dbra. Az [a,b] intervallumon egyenletes eloszldsi valdszintliségi valtozd siiriiség-, illetve el-
oszlasfiiggvénye

5.4.4. Exponencidlis eloszlasu valésziniiségi valtozd

& exponencidlis eloszlast, ha valamely esemény bekovetkezéséig eltelt idétartamot jeloli, igy ez is
folytonos valésziniiségi véltoz6. Stiriiség- és eloszlasfiiggvénye (20.4bra):

0 ha x <0 |0 hax <0
f(m)_{)\e’\x ha z > 0; F(x)_{l—e)‘x ha z > 0

A az exponencialis eloszlas paramétere, mellyel a varhaté érték és a szérasnégyzet:

1 D? = 1
A A2
Az exponencialis eloszlasu valtozo 7 6rokifja”, ami azt jelenti, hogy az esemény bekovetkezésének
esélye az id6 muldsdval nem né.
5.4.5. Normadlis eloszlasu valdszintiségi valtozoé

FEgy maésik nevezetes valdszinliségi véaltozé a normadlis eloszlast valdszintiségi valtozo. Ezt a
stiriségfliggvényével szokds megadni (21. abra):
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20. abra. A=5 paraméterii exponenciali eloszlast valésziniiségi valtozéd stiriiség-, illetve el-
oszlasfiiggvénye

1 _ (@=m)?
e 202 | (66)

flz) =

oV 2w

ahol m a varhaté érték és o a szérds. Barmely normalis eloszlast valészintiségi valtozo attranszformélhato
egy 0 varhaté értékii és 1 szérasui igynevezett standard normalis eloszlast valészintiségi valtozdva.
Fzt az 22. dbra szemlélteti.

Emlékeztetiink arra, hogy a sliriiségfiiggvény esetén egy intervallum feletti teriilet annak a
valoszintiségét adja meg, hogy a hozzda tartozo valdsziniiségi valtozé mekkora valdszinliséggel esik
az intervallumba. A 23. abra szemlélteti, hogy normadlis eloszlasu valdsziniiségi valtozé esetén
mekkora annak a valészintisége, hogy a 1, varhaté érték koriil a valésziniiségi valtozé rendre a o,
szoras egyszeres, kétszeres illetve hdromszoros sugardba esik.

Belathato, hogy ha valamely valdszintiiségi valtozé gy all eld, hogy nagyon sok azonos eloszlasi
véletlen hatds Osszege, akkor ez a valtoz6 majdnem minden esetben normadlis eloszlasi lesz. Ezt
hivjuk centralis hatareloszlas tételének.

6. eldoadas

Az elmilt két el6adason a valdszinliségszamitas alapveto fogalmaival ismerkedtiink meg. A mérnok
hallgatéban felmeriilhet a kérdés, hogy ez a tudas miért j6 neki. Mérnckként nem elég a méréseket
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21. abra. Az m varhato értékii és o szérasi normalis eloszlasi valészintiségi valtozo sliriiség-, illetve
eloszlasfliiggvényei

elvégezni, azokat ki is kell értékelni, és valamilyen kovetkeztetést levonni a miiszer illetve a mérés
hibdjara vonatkozélag. Ezen az eldaddson megismerkediink a mérések kiértékelésére vonatkozéd
statisztikai valdszintiségszamitas néhany eszkozével. Sz6 esik a rendszeres illetve véletlen hiba fo-
galméroél, és a kozvetlen valamint kozvetett mérések hibajarol.

6.1. A mérés (megfigyelés) fogalma (Terméktervez6 hallgaték szamara)

Egy természettudomédnyos mennyiséget a szamérték (mérészam) és a hozza kapcsolt mértékegység
adja meg. Példaul a tengelyatméréje 20 [mm], vagy Budapest-Nyiregyhdza tdvolsag 245 [km]. A
mértékegység rendszere Eurdpa nagy részén az Sl.

Mérés az a tevékenység, amikor a mennyiség méroszamat kisérleti uton hatdrozzuk meg, adott
mértékrendszer mellett.

A mérés miltja egészen a Kr.e.1500-as évekig nyulik vissza. Kairéban példaul kébdl fara-
gott hosszi rudat hasznaltak hosszisdg mérésére, és kobdl faragott sulyokat a tomegek Osszeha-
sonlitdsara. Az id6t pedig napéraval mérték. Egyiptomban az idé mérésére az tigynevezett klep-
szidrat is hasznaltak. Ez egy agyag tal, melynek az aljan egy rés van, az agyagtal oldalaba rovatkak
vannak vésve. Ezt a talat vizzel megtoltve vizéra készithetd.
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22. abra. Az abra jobb oldaldn lathaté a standard normaélis eloszlas siiriiségfiiggvénye és el-
oszlasfiggvénye

Percentages under the Normal Curve

23. édbra. A normadlis eloszlds slirliségfiiggvénye alatti teriiletek a véarhaté érték
korili  egy, ketté illetve harom o sugard kornyezetében. (forras: https
//learn.bu.edu/bbeswebdav /courses/13sprgmetcj702,l /week03/metcj 702y 03501702, 0rmal.html)
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Manapséag egy adott célnak megfelel6 méroberendezéseket, modelleket szokas késziteni, haszndlni.
Példaul egy csapagygolyd atmérdjének megméréséhez egy modellt allitanak fel, melyben feltételezik,
hogy az a golyé gomb alaki. Persze ez a valésdgban sosem igaz, hiszen egy megmunkalt golyd
felszinén lehetnek apré rovatkak, karcolasok, sosem lesz a golyd tokéletes gomb forméji. A kony-
hai fiokok tervezése és tesztjei soran is elhanyagolasokat tesznek, hiszen nem lehet azok soran
szamitdsba venni, hogy a valé életben hdnyszor hasznéaljuk azt a fiokot nem rendeltetésszeriien.
Vagyis a méréssel egy idedlis helyzetet mértink.

A mérés végrehajtasakor el6szor mérési modellt &llitunk fel (kimondva vagy kimondatlanul). Pl.
csapagygoly6 mérésénél feltételezziik, hogy az gomb alaki, tengelycsapndl, hogy az henger alakd.
Vagyis a ”valésag” bizonyos részeit elhanyagoljuk.

A mérés elvégzéséhez mérbeszkozre van sziikségiink, amelynek fobb részei: érzékeld, jelfeldolgozd,
kijelz6 (megjelenitd).

A mérési modell felallitdsakor elhanyagoldsokat tettiink, az érzékelés, a jelfeldolgozas és a megje-
lenités folyamatat zaj terheli, ezért a mérési folyamat eredménye nem pontosan a keresett érték
lesz. Vagyis a mérési eredményt mérési hiba terheli.

Az érzékelés feladata a szamérték meghataroziasa. Ehhez sziikséges egy egység, amellyel a
mérend6 mennyiséget Ossze lehet hasonlitani. Ezt az egységet nevezziik etalonnak. Tehat példaul
etalon az 1 m, 1 km, 1 fényév. Nem minden esetben létezik etalon. A hossziisdgra, tOmegre van
etalonunk, de a hatdsfokra mér nincsen. A szamérték nagysdganak meghatarozasara kiilonbozé
eljarasok léteznek. Egy szabd a méréseit Osszehasonlitassal végzi el a mérdszalagja segitségével.
Kitéritéses médszer alapjan miikodik egy rugds erdmérd, ahol a deformécié mértékét hozzarendeljiik
az eré nagysagahoz. A viz-, villany- és gézoéra is kitéritéses mddszer alapjan miikodik. Ezek
miikddéséhez persze sziikséges a miiszer kalibraldsa is, a skdla elkészitése, melynek folyamata mar
a szakma sajatossiga. A piacon talalkozhatunk kiegyenlitéses mdbdszerrel, ahol a zdldséges a
gylimoles tomegét kétkari mérleggel méri meg. A kiegyenlitéses médszer az alapja szamos elektro-
nikus eszkoznek is. Amikor a pontos etalonhoz képesti eltérést vizsgaljuk, akkor kiilonbségmérést
végziink.

Az etalonnal valé Osszehasonlitast kdzvetlen mérésnek nevezziilk. Nem tudunk kozvetlen
mérést végezni, ha nincsen a birtokunkban etalon, vagy a mért mértékegység kiesik az etalon
nagysagrendjébdél. Ilyenkor kézvetett mérést alkalmazunk és ebbdl vonunk le valamilyen kovet-
keztetést. Példaul egy higanyos homérérél nem a hoémérsékletet olvashatjuk le, hanem a higanyos
oszlop magassagat, amelyhez bedllithaté a homérséklet.

6.2. Kozvetlen mérés

Valamilyen termék (pl. tengelycsap) névleges mérete ismert. Ezt az értéket pontosan sohasem
tudjuk megvalésitani, mert a gyartast hiba terheli (anyagtechnolégiai, gyédrtési, stb. hibdk). A
megvaldsitott méretet nem tudjuk pontosan megmérni a modellezési és mérési hibak miatt. De a
mért adatok alapjan mégis kovetkeztetést kell levonnunk a gyartott termék jésadgara vonatkozdan.

Jelolje x a névleges méretet vagy megkivant értéket, melyet pontosan ismeriink, valamint jelolje
& valészintiségi valtozd a mérési eredményt. Ekkor tegytik fel, hogy

E=x+e, (67)

ahol € a mérési vagy gyartasi hiba, amely a mérésbol vagy a folyamatbdl adédik. Tegytik fel tovabba,
hogy & Ax véarhaté értékii és o szérdasi normadlis eloszlasbdl szérmazik, vagyis ¢ € N(Ax, o).
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Megjegyezziilk, hogy ez a feltevés a centralis hatdreloszlas tétele miatt jogos. e varhatd értékét
tekintve két esetet kiillonboztethetiink meg. Ha Az # 0, akkor € rendszeres hiba. Ha pedig
Az = 0, akkor € véletlen hiba.

6.2.1. Rendszeres hiba

Ha M (e) = Az # 0, akkor ez a hiba, minden mérést ugyantigy fog terhelni. fgy a hiba jelenlétére
csak akkor johetiink ra, ha a mérést 6ssze tudjuk hasonlitani egy jobb eszkozzel vett méréssel.
Példaul, ha egy kopott tolémérével mériink, akkor minden mérést ugyanaz a par tized mm hiba
fog terhelni. A rendszeres hiba ismert, ha tudjuk a nagysagat és az eldjelét. A hiba kikiiszobdlése
a kalibralas, amely utdn mar Ax = 0. A kalibréicié szakteriilet kérdése, ezzel ennek a targynak a
keretein beliil nem foglalkozunk.

6.2.2. Véletlen hiba

Ha ¢ véletlen hiba, akkor a varhaté érték tulajdonsagai alapjan kiszamithato & varhato értéke:
M) =M(x+e)=M(z)+ M) = . (68)

Osszevetve a fenti egyenl8ségsorozat elejét és végét, azt mondhatjuk, hogy a kizvetlen mérés

kiértékelése a vdrhato érték becslése.

6.3. Kozvetett mérés

Mérési hiba terjedésérol kozvetett mérés esetén beszéliink. Ekkor ismeriink valamiféle kapcsolatot
a valtozék kozott, amibdl ki tudjuk szamolni a szdmunkra érdekes értéket. Ezt tessziik példaul

a hatasfok mérésénél, vagy térfogatszamitaskor is. Tehat legyenek x1,xs,...,x, a kozvetleniil
mérhet6 valtozok és y ezeknek egy fiiggvényébol megkaphato6 érték:
y=f(z1,22,...,2). (69)

Célunk megtudni, hogy hibaval terhelt mérések esetén mennyi lesz y hibdja. Legyenek a mérési
eredményeink &1,&2...&,, és tegyiik fel, hogy azokat rendre valamilyen hiba terhel. y hibaja a
mérések hibdjatol fiigg.

6.3.1. y rendszeres hibaja

Tegyiik fel, hogy az egyes komponensek hibajat ismerjiik, vagyis ismerjiik azok nagysagat és eléjelét.
Legyenek ezek Axy, Az, ...Ax,. Felhivjuk a figyelmet arra, hogy Ax; nem hibakorlat. Jeldlje y
rendszeres hibdjat Ay:

Ay - f(wl + Al'lwa + Al’Q, L 7':(:77, + Axn) - f(x1,1'2, L 71’.71)' (70)

Feltéve, hogy f Taylor-sorba fejthet6 és a Az; hibdk elég kicsik, akkor a Ay els6 tagjat (1, xa, ..., xy,)
koril sorbafejtve és a linedarisnal magasabb rendii tagokat elhagyva a kovetkezdt kapjuk:

of
oz, Ax;. (71)

n
flz1+ Az, 20 + Az, ... zp + Axy) %f(xl,xg,...,xn)—i—z
i=1
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Ekkor (70) igy irhato:

Ay = ‘Aari. (72)

A fenti képlet alapjan konnyen meggondolhaté, hogy y hibdja akdr 0 is lehet, még akkor is, ha
a mérések hibaval terheltek. Aux; egyiitthatdja, Tfl neve érzékenységi egyiitthatéo. Ha az
érzékenységi egylitthato nagy, akkor a hozz4 tartozoé hiba nagyobb mértékben befolyasolja y hibajat,
ha pedig ez az egyiitthaté 1-nél kisebb, akkor csokkenti a neki megfelelé hiba hatédsat y-ra nézve.
Ebbdl kovetkezik, hogy nem mindegy, hogy melyik komponensnek mi a hibaja. Specialis esetekben
az érzékenységi egylitthatd igen konnyen kiszamolhaté. Tegyiik fel, hogy y a kdévetkezd alakban
kaphat6 az x; adatok ismeretében:

Y= C’a:]fl A (73)

n

Ekkor y egy x; valtozé szerinti derivaltja:

dy k kiml  kn y
0z, Caoit . ki oy = kzx—z (74)
Ezzel a y hib4ja igy irhaté:
n
Yy
-1 i
és y relativ hibgja:
Ay " Az
. A k; ) 76
AW )

6.3.2. y véletlen hibaja
Tegyiik fel, hogy a §; méréseket véletlen ¢; (i = 1,2,...n) hiba terheli:
& =m + & (77)

Mivel g; (i = 1,2,...n) véletlen hiba, ezért ¢; € N(0, 0;). Tegyiik fel tovdbba, hogy a &; valésziniiségi
valtozok fliggetlenek egymastdl, vagyis az egyik ismerete nem befolyasolja a tobbi valtozo ismeretét.
Jelolje most y hibajit e,:

gy:f(flaééu"'vgn)_f(xlal?a”-vxn)' (78)
Most is ugyan ugy jarunk el, mint a rendszere hiba esetében, az (78) jobb oldaldn allé els6 tagot
(x1,x2,...,z,) koril Taylor-sorba fejtjiik, és a linedrisndl magasabb rendii tagokat elhanyagoljuk:
n
of
gy = €i. 79
Y ; Oxil(61,62,8n) (%)

Az egyszeriiség kedvéért a szumma mogott all6 parcialis derivaltat a kdvetkezdképp fogjuk jelolni

e i " e o amely valéjdban egy valésziniiségi valtozo, am ez elhanyagolhaté, és kons-
v 1(€1,82,---&n v1g

tansnak tekintheté. Ezzel azt mondhatjuk, hogy €, az ¢; véletlen hibdk linearis kombindcidja.
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Mivel g; € N(0,0;), ezért ezek linearis kombinacidja is normalis eloszlast fog kovetni. A vérhaté
érték tulajdonsagait felhasznalva ki tudjuk szamolni M (e,) értékét:

M(é‘y) - M(Z 8%2 §i€i> - Z 8332

i=1 =1

M) =0. (80)

A masodik egyenlGség azért igaz, mert elhanyagoltuk az érzékenységi egyilitthaté valdszintiségi
valtozé voltat, és konstans értéknek tekintjiikk. Azt pedig mar jol tudja a kedves olvasé is, hogy a
varhato érték linedris operdtor, és igy a konstans kiemelhetd. €, szérdsnégyzete is kiszamolhato:

2 2
] = - 2 af ] . 8f 2\ _ - af 2
Ei&) B Z;D <a$i &'51) B ; <6$i Ei) De) = Zz; (&m §i> i

=

(81)
A maésodik egyenléség most azért igaz, mert a &; valdsziniiségi valtozdkrol feltettiik, hogy fligget-
lenek. D?(e,) értékét szokds eredd szérasnégyzetnek nevezni. Mivel a véletlen hibdk szérdsardl
nem tettiik fel, hogy 0, ezért az ered6 szérasnégyzet sem lesz zérus. Ha csokkenteni szeretnénk
D?(g,) értékét, akkor a nagyobb érzékenységi egyiitthatéhoz tartozé szérdsnégyzetet kell csokken-

"~ 0
D2(sy):D2<Z&£

i=1

teni. Ahogyan azt mér a rendszeres hibaterjedés targyaldsanal is lattuk, ha y = C’a;lfl ...k alakd,

akkor a relativ szérasnégyzet:
n
€ oi\?2
() =3 r () 82
2 -3 (% 2

5. Példa: Egy egyszerii példa a fenti mddszer alkalmazdsara egy henger térfogatdnak kiszamitdsa.
Egy henger térfogatat a kdvetkezé modon szamithatjuk ki:

d2
V= Tﬂh. (83)

Tehat V egy kétvaltozds fliggvénnyel szamithatd, a paraméterek pedig a henger alapkorének sugara
(d) és a henger magassdga (h). Tegytik fel, hogy az atmérét +£2%-os relativ pontossaggal ismerjiik,
a magassagot pedig +3%-ossal. Ekkor a henger térfogatédnak relativ szérasnégyzete:

D2<%y) = 22(2%)2 + 1%(3%)2 = 25%. (84)

A relativ széras ennek a négyzetgyoke, azaz

D(%y) = 5%. (85)

Ha ezt az értéket csokkenteni szeretnénk, akkor az atmérd hibdjat érdemes csokkenteni, mert az
négyzetesen befolydsolja a térfogatot, vagyis a relativ szérasnégyzetben 22 az egyiitthatéja.

6.4. Kozvetlen mérés kiértékelése

Amint azt mar korabban is emlitettiik, kdzvetlen mérés kiértékelése valéjaban az atlag hibajanak
a becslése.
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Legyen £ a mérési eredmények valdszinliségi valtozdja, és legyenek a véletlen hibakkal terhelt
mérési eredményeink &1,&,...,&,. Tehdt azt mondhatjuk, hogy £ = = + €, ahol M(e) = 0 és
normalis eloszldst kovet, valamint x a keresett érték. Ekkor M (&) =z, (i = 1,2,...n). Tegyiik fel
tovabba, hogy ¢ is normalis eloszlasbdl szarmazik. Tekintsiik a £ mérések atlagat:

n

=& (36)

i=1

A varhaté érték targyalasandl mar lattuk, hogy az atlag varhaté értéke megegyezik a megfigyelések
varhaté értékével, vagyis M(€) = x, azonban altaldban & # z. Erdemes megvizsgalni azt, hogy
vajon az atlag mekkora sugard kornyezetébe esik bele a varhaté érték. Tekintsiik az atlag koriili a
sugaru intervallumot. Azt szeretnénk meghatdrozni, hogy mekkora legyen a ahhoz, hogy a varhaté
érték beleessék ebbe az intervallumba, vagyis igaz legyen

-a< M) <E+a (87)

A fenti intervallumot nevezziik konfidencia intervallumnak, és a-t a konfidencia intervallum
sugaranak. Mivel ¢ valészintiségi valtozo, az értéke nem fix, ezért ezt az intervallumot sosem
tudjuk biztosan meghatérozni, ellenben megkivanhatjuk (87) egyenlStlenség teljesiilését bizonyos p
valoszintiséggel:

PE—a< M) <E+a)=p. (38)

p-t szokas szignifikancia szintnek nevezni, ennek értéke adott. Tehat adott szignifikancia szint
mellett keressiik a konfidencia intervallum sugarat.

El6szor tegyiik fel, hogy ismerjik a & valdszinliségi valtozé szorasat, legyen ez o. Ekkor a
kovetkezo ekvivalens dtalakitasokat tehetjiik meg:

<_\f< E-ME o a \r):p. (89)
Legyen
g MO o r=2vm (90)

A figyelmes olvasé rogton észreveheti, hogy n valdszintiségi valtozot a & standardizaldséval kaptuk
meg, gy M(n) = 0 és D?(n) = 1. Mivel feltettiik, hogy ¢ normalis eloszlast, eztért £ is az, ebbél
pedig az kovetkezik, hogy 7 standard normélis eloszlasi. Ekkor (89) igy irhato:

P(=A<n<\) =p. (91)

Jelolje a standard normalis eloszlas eloszlasfiiggvényét @ (... dbra). Ekkor a [—\, A] intervallumba
esés valészin{isége:

P(-A<n <)) =d(\) — B(=)\) = p. (92)
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Mivel ® kozéppontosan szimmetrikus az y = 0,5-re és —oo-ben 0-hoz, +oo-ben 1-hez tart, ezért
O(A) + &(—A) = 1. Ezzel (92) igy irhato:

20(\) — 1 = p. (93)

Ha p adott, akkor
O(\) = ——, (94)

(95)

7. eloadas

Az el6adason folytatjuk a konfidencia intervallumok targyaldsat. Kimondjuk a Gauss-Markov tételt
és felirjuk a Gauss-féle normélegyenleteket.

Sajnos altalaban nem ismerjiik a & valdszintiségi valtozd szérasat. Ilyenkor a szoréast a korrigélt
tapasztalati szérassal becsiiljlik, melynek négyzete:
*\ 2 1 - - 2
() =—=> (E-&)". (96)

n—14
=1

Ezzel 1) mas lesz:
N =->——vn. (97)

Most s* is a véletlentdl fiiggd valtozo, igy 7 nem fog normélis eloszlast kovetni. Ebbdl pedig az
kovetkezik, hogy a konfidencia intervallum sugara nem adhaté meg ® eloszlas segitségével. Azon-
ban belathatd, hogy 7 igynevezett Student-eloszlasbdl szarmazik. Ennek az eloszlasfiiggvénye
p szignifikancia szint, és a minta elemszama segitségével meghatarozhaté. Ekkor a konfidencia

intervallum sugara:

)\stS*
= 98
@ \/ﬁ ’ ( )

ahol A\gt = A(p,n — 1) a Student-eloszldsbél kaphat6 meg.

Ahhoz, hogy a fenti mdédszer alkalmazhaté legyen, biztositani kell olyan feltételeket, amelyek
mellett a méréseket csak véletlen hiba terheli. Ekkor a mérések atlaga (£) és korrigalt tapasztalati
szoérasnégyzete ((s*)?) kiszdmoldsa utdn egy adott p szignifikanciaszint mellett meg tudjuk hatdrozni
A(p,n — 1) értékét, amelybdl a konfidencia intervallum sugara (a) szdmolhaté. Ekkor a mérési
eredmény:

E+a (p) (99)
Vagyis véletlen hibaval terhelt mérés esetén a konfidencia intervallum sugara a kozvetlen mérés
hibakorlatja. Megjegyezziik, hogy ezt a hibat mindig csak korlatok kozé tudjuk szoritani.
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A mérési eredmény kiértékelésekor altaldban a/€ értékét szokés tekinteni. Az, hogy mikor fo-
gadjuk el ennek az értékét, adott miiszaki teriilettol fiigg. Ha gy dontiink, hogy ezt az értéket
nem fogadjuk el, akkor valamelyik paramétert meg kell valtoztatni. Konnyen meggondolhatd, hogy
ha a mérések szamét, azaz n értékét noveljiik, akkor a értéke y/n szerint csokken. Mg értéke két
paramétertdl, p-tol és n-tol flige. Ha p értékét noveljiik, akkor nagyobb biztonsiggal szeretnénk
donteni ugyanannyi informécié (mérés) birtokaban. Ekkor a konfidencia intervallum sugara na-
gyobb lesz, igy Mg értéke is novekszik. Ha a mérések szamat, n-et noveljik, akkor a korrigalt
tapasztalati szordssal jobban kozelitjiik a valdédi szérast, igy Mg értéke kozelebb keriil A értékéhez,
amelyet a standard normalis eloszlas eloszléds fiiggvényébol kaphatunk meg.

7.1. Becslések értékelése

Az 5.1-es fejezetben mar megmutattuk, hogy az atlag a varhaté érték becslése. Belattuk, hogy
M(&) = M(€), és € a keresett mennyiség (a varhaté érték) koriil ingadozik. Ezt a tulajdonsigot
neveztiik torzitatlan becslésnek. A torzitatlan becslés altaldnos definiciéja a kovetkezd. Ha egy
a mennyiség becslése o és M (a) = a, akkor azt mondjuk, hogy « torzitatlan becslése a-nak.

A tovabbiakban a legkisebb négyzetek médszerének alkalmazasara vonatkozé dltalanos feltételeket
mondunk ki és felirjuk az egyiitthaték meghatarozésara alkalmazhaté Gauss-féle normélegyenleteket.

7.1.1. Gauss-Markov tétel

Legyenek x és y determinisztikus valtozok. Tegyiik fel, hogy teljesiilnek a kovetkezo feltételek:

Ly=>", a;x’, ahol n adott természetes szdm, a; valés szdm minden i = 0,1,2,...,n esetén.
Vagyis x és y kozott polinomidlis kapcsolat van.

2. x mérését (bedllitdsat) nem terheli mérési hiba.
y mérését véletlen hiba terheli (y-t sosem lehet pontosan megmérni). A j. mérési eredmény
nj = y; +¢€j, ekkor M(n;) =y.

3. Az n; mérési eredmények fiiggetlenek egymadstol.

Legyen tovabba [z;, nj]évzl a méréssorozat, a legkisebb négyzetek mddszerével kapott egylitthatok
becslései o, (i = 0,1,2,...,n) értékek. Ekkor M (a;) = a;, vagyis «; torzitatlan becslése a;-nek.

7.1.2. Gauss-Markov tétel alkalmazasa a gyakorlatban

Mérncki szempontbdl a kovetkezéket mondhatjuk el a Gauss-Markov tétel feltételeirdl.
1. A gyakorlatban szinte sosem teljesiil, hogy a két valtozé kozott polinomidlis kapcsolat van.

2. Ez a feltétel problémafiliggd, néha teljesitheté. Példaul, ha id6 vagy hely fiiggvényében
mérink, akkor az x valtozot pontosan tudjuk mérni.

3. A mérési eredmények fliggetlensége altalaban teljesiil.
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A legkisebb négyzetek mddszerét ezek fiiggvényében kell alkalmazni. Altalaban a két valtozé kozotti
kapcsolat y = f(z) médon irhaté le, &am mi f(x)-et egy masik g(x) fliggvénnyel kozelitjiik, amelynek
a mért adatok ismeretében g, (z) kozelitését hatdrozzuk meg (... dbra). Emiatt valéjdban g és y
kozott semmilyen kapcsolatot nem ismertink. Tehat a legkisebb négyzetek mdédszerének alkalmazasa
sordn a mért pontok és g(x) kozotti tavolsdgot minimalizaljuk, {gy biztositani tudjuk, hogy g, (x)
a pontok kozott fusson, de matematikailag semmilyen allitast nem tudunk kimondani.

7.1.3. Gauss-féle normalegyenletek

IrJuk fel a legkisebb négyzetek moédszerét az [z, 77]] _; méréssorozat pontjaira polinomidlis kozelités

esetén:
N n N
Flag,a1,...,ap) = Z (773‘ - Zaix;-) , (100)
j=1 i=0

ezt az Osszeget szeretnénk minimalizalni az ag, aq, . . ., o, értékek fliggvényében. Felhivjuk a figyel-
met arra, hogy j a mérési pontok indexe, i pedig a kozelité polinom futéindexe. Minimumbhely ott
lehet, ahol az oy, (k= 1,2,...,n) szerinti parciélis derivélt értéke O:

0
B [E (77] E iz )]:0. (101)
Elvégezve a derivalast:

[Z(% Zal )] ) (102)

j=1

—2-vel val6 osztds utdn bontsuk fel a zardjeleket, és az «; egylitthatéktol nem fiiggd tagokat ren-
dezziik a jobb oldalra:

Zzal itk — an . (103)

7=1 =0

Mivel a szummak végesek, ezért a bal oldalon felcserelhetoek:

n N N
Doaiy ayth =3 . (104)
i=0  j=1 j=1

A fenti egyenl@séget matrixos alakban is fel tudjuk frni. A matrix sorai k értékei, és oszlopa az i.
indexe a szummaéanak.

N N N N
]\][V ng 1Ty ng:1 55? Zj:l 3:;’ e o) Zszl Tj
D=1 T e ? 21 95;’ a1 2 =17
. | = : (105)
N N ' N
s Ty D z?“ e Qi > i1 MLy

Ezzel egy linearis algebrai egyenletrendszert kaptunk az a; egyiitthatokra. Ha példaul harmadrendi
kozelitést szeretnénk kapni akkor ezt az egyenletet kell megoldanunk k& = 3 esetre. Megjegyezziik,
hogy az Excel program is ezt a mddszert hasznaélja.
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8. eloadas

Az el6adédson a statisztikai prébdkrdl, azon belill is a paraméteres probakrol lesz szé.

8.1. Paraméteres probak

6. Példa: Tekintsiik egy élelmiszerbolt polcdn sorakozd 1 kg-os kiszerelésli cukor-készletet. A
vasarloban felmeriilhet a kérdés, hogy vajon valéban minden zacskd cukor tomege 1 kg-e? Tegyiik
fel, hogy lehetdségiink van lemérni a polcon lev6é cukrok aktudlis tomegét. A megfigyelésekbdl
le szeretnénk vonni valamilyen statisztikailag megalapozott dontést egy csomag cukor tomegére
vonatkozdlag. A kérdést matematikailag a kovetkez6 modon fogalmazhatjuk meg.

Legyenek a mérési eredményeink &1, &, ..., &,. Ezek € dtlagét szamitva meghatarozhatunk az atlag
koril egy a sugard konfidencia intervallumot, amely n-t6l és egy altalunk valasztott p szignifikancia
szinttol fiigg. Legyen mo = 1kg az elméleti varhato értéke a cukros zacskdéknak. Ekkor két lehetoség
van.

e Ha mg € [€ — a; & + al, akkor

1. vagy valéban my = 1kg a csomagolt cukor tomege,

2. vagy mg # 1kg, de a mérésekbdl mégis az ellenkez8jét kapjuk.
e Ha mg ¢ [£ — a; € + a], akkor

1. vagy mo # 1kg

2. vagy mg = 1kg, de a mérésekbol mégis azt kapjuk, hogy nem.

A fenti médszer egy matematikai eszkoz arra, hogy eldontsiik, hogy egy adott kérdésre megfi-
gyelések alapjan milyen valaszt adjunk. Ennek a mddszernek az altalanositdsa az U-préba.

8.1.1. U-préba

Legyenek a & valtozéra vonatkozd megfigyelések &1, &, ..., &,. Tegyiik fel, hogy & ismert o szérasu
normalis eloszldsu valdsziniiségi valtozo. Ekkor felmeriilhet kérdésként, hogy vajon & varhatoé értéke
egy adott ag szdm e. Ezt nevezziik nullhipotézisnek, melyet Hp-al szokas jelolni. Vezessiik be a
kovetkezd U,y valtozot, melyet a proba aktudlis értékének neveziink.:

Ut = f_aao NS (106)

Ekkor, ha ¢ vérhat6 értéke ag, akkor M (Uggs) = 0 és D?(Ugpe) = 1, vagyis Uge € N(0,1), hiszen
(106) éppen az &tlag standardizdldsa. Ismerve a standard normélis eloszlds siiriiségfliggvényét,
egy adott p szignifikancia szinthez meg tudunk hatérozni egy intervallumot (24. dbra). Ha a Hy
hipotézisiink igaz, akkor p valdsziniiséggel U,x: ebben az intervallumban helyezkedik el. Forditva a
kovetkezoket mondhatjuk:

e ha Uy € [—U., U], akkor a statisztikai adatok nem mondanak ellent Hp-nak. Ekkor azt
mondjuk, hogy elfogadjuk Hy-t.

e ha Uy ¢ [—U., U], akkor a statisztikai adatok ellent mondanak Hyp-nak. Ekkor azt mondjuk,
hogy elutasitjuk Hy-t.
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24. dbra. A stirliségfiiggvény alatti teriilet azt adja meg, hogy a hozza tartozd valdszintiségi valtozd
mekkora valdsziniiséggel esik az adott intervallumba.

8.2. A statisztikai prébak altalanos menete

Egy statisztikai proba célja valamely adott kérdésre statisztikai alapon valaszt adni, azt eldonteni.
Példaul két kiillonbozo tolémérovel ugyanazon méréseket elvégezve, kérdés lehet, hogy a tolomérdk
ugyanolyanok-e? A valasz megaddsihoz a kérdésre vonatkozdlag megfigyeléseket kell tenniink,
és megfogalmaznunk egy nullhipotézist. A kérdést statisztikailag at kell fogalmaznunk, és meg
kell hatarozni a statisztika eloszlasat. Ekkor valaszthatunk egy p szignifikanciaszintet, amelyhez
az eloszldsbol meghatarozhatéak U, és —U. hatarok. Ezek utan a statisztika aktudlis értékét
meghatdrozva el lehet donteni, hogy a nullhipotézist elfogadjuk-e vagy sem.

A statisztikai probak altalanos menete 1épésekben a kovetkezo:

1. Fogalmazzuk meg a kérdést.
2. Végezziink megfigyeléseket.
3. Allitsuk fel a nullhipotézist.

4. Készitsiink statisztikdt, amely segitségével meg lehet véalaszolni a kérdést. Hatarozzuk meg a
statisztika eloszlasat.

5. p szignifikancia szinthez az eloszlasbodl hatarozzuk meg U, és —U. hatarokat.
6. Szamoljuk ki a statisztika U,y aktudlis értékét.

7. Dontsiik el, hogy Uuxt € [—Ue, U.] igaz-e. Ha igaz, akkor Hy-t elfogadjuk, ha pedig hamis,
akkor elutasitjuk.

Megjegyezziik, hogy a 4. és 5. pontban foglaltak nem mérnoki feladatok, ezeket a mérnok csak
alkalmazza. Igy ennek az eléadasnak a keretein beliil nem toreksziink a prébak részletes, kimerito
targyalasara, azokat inkabb csak felsoroldsszeriien ismertetjiik az olvaséval.
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Kérdésként meriilhet fel, hogy milyen hibakat véthetiink amikor Hy-t elfogadjuk vagy elutasitjuk.
Valéjaban sosem tudjuk biztosan, hogy egy nullhipotézis igaz-e vagy sem. Ezért érdemes szdt ej-
teni arrdl is, hogy mekkora annak a valdszintisége, hogy hibasan dontiink. Ha a Hy hipotézisiink

Hj igaz Hy hamis
elfogadjuk v masodfaju hiba
elutasitjuk | els6faji hiba v

igaz, de mi mégis elutasitjuk, akkor els6faji hibat vétiink. Ennek a valésziniisége 1 — p. Ha Hy
hamis, de mi elfogadjuk, akkor masodfaja hibat kovetiink el. Ennek a valdszintiségét nem tudjuk
meghatarozni, hiszen ekkor nem ismerjiik a valdodi eloszlast. A masodfaju hiba valészintisége fiigg
attol is, hogy mennyire rossz a nullhipotézisiink.

7. Példa: Tekintsiik a 6. példdban szereplé feladatot. Legyen a megfigyeléseink atlaga & = 0, 98 kg,
és a szoras o = 0,05kg. Legyen n = 25 a megfigyelések szama. A Hy nullhipotézisiink pedig az,
hogy a megfigyelések varhaté értéke mg = 1kg. El6szor kiszamoljuk az aktudlis értéket.

—m 0,98 -1
Uaktzg 0\/'71: V25 = —2.
o 0,05

Ha p = 95%, akkor U. = 1,96, és Uy ¢ [—U., Ue], vagyis a nullhipotézisiinket elvetjik. Ha
p = 99%, akkor U, = 2,58, és Uyxt € [—Us, Ue], és a nullhipotézist elfogadjuk. Vagyis nem célszerii
a szignifikancia szintet emelni, ha biztosabb dontést szeretnénk hozni. Erdemesebb inkabb tébb
megfigyelést végezni, és ijra meghatarozni az aktualis értéket.

8.3. t-préba

Ha nem ismerjiik a szérast, akkor nem U-prébat, hanem t-prébat alkalmazunk. Legyen £ €
N(ap, o), és a megfigyeléseink &1, o, . . ., &,. Mivel a korrigdlt tapasztalati széras a szérés torzitatlan
becslése, ezért o-t s*-al becsiiljiik. A nullhipotézisiink pedig az, hogy a megfigyelések ¢ atlaganak
a varhaté értéke ag adott szam. Az aktudlis értéket a kovetkezé mddon szamoljuk:

. ;“O vn (107)

Ekkor t,1: Student-eloszlast kévet. Ezek utan egy valasztott p szignifikancia szinthez meghatarozzuk
a —t. és t. hatarokat. t. értéke p-tol és n-tol fiigg, ezt vagy tablazatbdl olvashatjuk ki, vagy
szamitogép segitségével hatdrozhatjuk meg. A Hyp nullhipotézisiinket elfogadjuk, ha t,x € [—tc, te].

8.4. Kapcsolt t-préba

Tegyiik fel, hogy ugyanazon a darabon mériink két kiilonb6zé miiszerrel. Kérdés lehet, hogy vajon
a két miiszer ugyanugy miikodik-e. Legyenek a mérési eredményeink az elsé miszerrel £1,&o, ..., &,
a masodik miiszerrel pedig n1,72,. .., n,. Ekkor a nullhipotézisiink: M (§) = M(n). A két véaltozo
nem fliggetlen, mert a két miiszerrel ugyanazt mértiik, ezért azt nem tudjuk vizsgalni, hogy a
varhato értékeik megegyeznek-e. Ehelyett tekintsiik a mérések kiilonbségeit, legyen §; = & — n;,
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i=1,2,...,n. Ekkor M(6) = 0 az 4j nullhipotézisiink. Erre mar alkalmazhatunk t-prébat. Az
aktuilis érték 5
-0
==V (108)

0
Megjegyezziik, hogy a gyogyszeriparban, amikor azt vizsgaljak, hogy van-e szignifikans kiilonbség
két gybgyszer hatdsa kozott, akkor is ezt a probat alkalmazzak.

8.5. Kétmintas U-, illetve t-proba

Kétmintas U, vagy t-probat alkalmazunk akkor, ha a két megfigyelés sorozatunk fiiggetlen egymastol,
és azt szeretnénk megtudni, hogy azok varhaté értéke megegyezik-e. Ezt a prébat a jegyzetben
nem targyaljuk, a hallgato talalkozott vele gyakorlaton.

8.6. Grubbs préba

Felmeriilhet a kérdés, hogy egy méréssorozat legkisebb vagy legnagyobb eleme ugyanabbdl az el-
oszlasbdl szarmazik-e, mint a mérés tobbi eleme. Legyenek most is a mért adatok £1,&o,...,&, és
¢ € N(ap,0). Legyen a &, a mért adatok legkisebb, illetve &4, a legnagyobb eleme. Ekkor &
és s* meghatdrozdsa utdn szamitsuk ki, hogy a legkisebb (legnagyobb) elem és az atlag eltérése
hanyszorosa a szérasnak. Vagyis az aktudlis érték:

ot = 2 Smin _Simi”. (109)

A gprie kritikus értéket p szignifikancia szinttél és n darabszamtdl fliggden tablazatbdl olvashatjuk
ki. Ha gurt < grrit, akkor elfogadjuk a nullhipotézisiinket, miszerint &,,;, € N(ap,0). A maximum
elemre az aktualis érték:

gmax - g

S*

Gakt = (110)

A dontést ugyanigy hozzuk, mint a minimum értéknél.

8.7. Abbe préba

Egy mérés soran valami torténhet a miiszerrel, megvaltozhatnak a mérési koriilmények. Kérdés
lehet, hogy minden &;, (i = 1,2,...,n) mérés ugyanabbdl az eloszlasbdl szérmazik-e.

g

X
Xx x % X

X Xy

t

25. abra. t idépontban mért &; mérések abrazolva.

Tegyiik fel tehat, hogy £ € N(ag, o), és a mérési eredmények &1, &2, ..., &y A nullhipotézisiink pedig
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az, hogy minden megfigyelésnek ugyanaz a varhato értéke, vagyis M (§;) = ag, (i =1,2,...,n). Azt
vizsgaljuk, hogy véltozott-e a varhaté érték a mérés sordan. A korrigalt tapasztalati szérasnégyzet
helyett tekintsiink egy olyan Gsszeget, amelyben az egymas melletti megfigyelések eltérését nézziik:

n—1

¢ = Q(nl_l) D (G — &) (111)
i=1

Felhivjuk a figyelmet arra, hogy most szamit a megfigyelések sorrendje. Az aktudlis érték legyen

P I
¢? és s*" hanyadosa:
2

Takt = Sq? (112)

Ha nem véltozik meg a varhaté érték a mérés soran, akkor ¢2 és s** nem nagyon térnek el egymastol.
Ha pedig a mérés soran a varhaté értékben egy ugras tapasztalhaté, akkor ¢?-ben csak egy tag
értéke valtozik meg, mig s**-ben minden tag megvaltozik, hiszen az atlag is megvaltozik. Ekkor
rokt értéke csokken. A prébahoz tartozd kritikus érték ugyancsak tablazatbdl olvashaté ki. A
nullhipotézisiinket akkor fogadjuk el, ha ropr > Tgrit.

8.8. F-préba

F-préba, vagy mas néven Fisher préba soran két megfigyelés sorozat szérasnégyzetét hasonlitjuk

Ossze. Legyen az egyik megfigyelés sorozatunk &1,&s,...,&, és ismeretlen szordsnégyzete ag. A
masodik méréssorozat legyen n1,79,...,n, és ismeretlen szordsnégyzete 03]. Tegyiik fel tovabba,
hogy £ és n normalis eloszlasbdl szarmaznak. A nullhipotézisiink az, hogy a két szérdsnégyzet meg-
egyezik, vagyis ag = 0727. Az aktudlis érték meghatarozasahoz szamitsuk ki a korrigalt tapasztalati
szérasokat:

n

.2 1 _ 2o . 2 1 5
S¢ =1 ‘ (5 —&) s s, = m_1 Z (17— ;) (113)
=1 7j=1
Ekkor az aktudlis érték: ) ,
sy ¥
Fakt:max{;;;}. (114)
sy St

A kritikus értéket p szignifikancia szinthez, n — 1 és m — 1 fiiggvényében tabldzatbodl olvashatjuk
ki. A nullhipotézisiinket elfogadjuk, ha az aktuélis érték kisebb, mint a kritikus érték.

9. 9. eldadas

Az el6adason a binomidlis eloszlast targyaltuk, majd azt alkalmazva a minGség-ellenérzés alap-
vet$ fogalmaival, mddszereivel ismerkedtiink meg. Az el6adds anyagahoz tartozé diasor a targy
honlapjérdl letoltheté: http://www.hds.bme.hu/letoltesek/targyak/ BMEGEVGAG14/minell.pdf

10. eloadas

Az eddigiekben olyan prébdkat targyaltunk ahol a nullhipotézisiink egy paraméterre vonatko-
zott. Most olyan probakrdl lesz szd, ahol az eloszlasra irdnyul a vizsgalatunk. Ilyenkor harom
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f6 tipusa van a probaknak, ezek a nemparaméteres probak. Az elsé az illeszkedésvizsgalat,
ahol a minta tapasztalati eloszlasfiiggvényét hasonlitjuk ssze egy elméleti eloszlasfiiggvénnyel, azt
vizsgaljuk, hogy mennyire illeszkedik egymasra a kettd. A masodik a homogenitasvizsgalat,
ahol azt vizsgaljuk, hogy két minta vagy méréssorozat vajon ugyanolyan eloszldsbol szarmazik-e. A
harmadik tipus a fliggetlenség-vizsgalat, ahol arra szeretnénk valaszt kapni, hogy két valtozdt
tekinthetiink-e fliggetlennek.

Mindhérom tipusra az igynevezett x>-prébat szoktak leggyakrabban alkalmazni. Illeszkedésvizsgalatra
kisebb minta elemszam esetén szokds még Ryan-Joiner tesztet hasznalni.

10.1. Illeszkedésvizsgdlat y>-prébaval

A proéba lényegét és elvét egy bevezetd példan keresztiil mutatjuk be.

8.Példa: Tekintsiink egy hat oldali dobdkockat és dontsiik el, hogy szabdlyos-e vagy sem. Ha
szabdlyos a kocka, akkor azt varjuk, hogy elég sokszor feldobva nagyjabdl ugyanannyiszor kapjuk
mind a hat szamot. Tekintsiik a kovetkez6 dobassorozatot, ahol a kockat N = 840-szer dobtuk fel,
és Osszeszamoltuk, hogy melyik szamot hényszor kaptuk. Szamoljuk ki azt is, hogy ha szabalyos
lenne a kocka, hanyszor kellett volna kapnunk az egyes értékeket. Az értékeket az alabbi tablazatban
gyljtottiik Gssze.

A dobds gyakorisag elméleti elméleti
eredménye (7) (Vi) valészintiség (p;) | gyakorisag (Np;)
1 124 1/6 140
2 152 1/6 140
3 130 1/6 140
4 148 1/6 140
5 152 1/6 140
6 134 1/6 140

Tekintsiik a kovetkez$ Osszeget, amelyet a x2-préba aktuélis értékének neveziink:

6

2 (Np; — v;)?
= E -, 115

Ha a kocka szabalyos, akkor Np; =~ v;, és XZkt kicsi. A prébdhoz tartozé kritikus értéket a y2-
eloszldsbdl lehet meghatdrozni p szignifikancia szint, és r osztaly esetén: X7 . (1 —p;r —1). A
példéankban r = 6, mivel 6 kimenetele lehet egy hat oldali kockaval valé dobdsnak. A nullhipotézist
akkor fogadjuk el, ha ngt < X%rit' A példdnkban p = 95%-os szignifikancia szinthez az aktudlis
érték ngt =5,29¢és sz.t = 11, 1, vagyis elfogadhat6 a nullhipotézisiink, mely szerint a dobdkockank
szabdlyos.

10.1.1. Alkalmazas: normalitasvizsgalat

Gyakran van sziikség arra, hogy egy megfigyeléssorozatrél meghatarozzuk, hogy normalis eloszlasbol
szarmazik-e vagy sem. Ehhez legyenek a megfigyelések &1,&s,...,&n. Ezeket el6szor soroljuk r
osztalyokba (intervallumokba) és hatarozzuk meg az osztalyba (intervallumba) esés gyakorisdgat.
Majd a normalis eloszlas eloszlasfliggvényébdl hatarozzuk meg, hogy mekkora valdszinliséggel esne
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egy megfigyelés az adott intervallumokba, ha valéban normalis eloszlasbdl szarmazna. Ha ismert az
F(x) eloszlasfiiggvény, akkor az egy z helyen azt mondja meg, hogy mekkora annak a val6szintisége,
hogy a valtozénk z-nél kisebb értéket vesz fel. fgy az [r;—1; x;] intervallumba esés p; valésziniisége
az intervallum két végpontjaban felvett fliggvényérték kiillonbsége (26. dbra), vagyis:

pi = F(x;) — F(xi—1). (116)

A gyakorlat szempontjabdl érdemes az aldbbi médon tédblazatot késziteni.

- s L (e , (Npi—l/i)Q
Intervallum | gyakorisag | eloszlasfiiggvény Di T
—00 — I v F(xy) F(x1)
r1 — T 2 F(z2) F(z3) — F(x1)
T2 — T3 V3 F(z3) F(z3) — F(x2)
— +00 Uy F(z,) 1— F(x,)
F(x)

'y

3

26. abra. Az eloszlasfliggvény ismeretében kiszamithaté az [r;—1, ;] intervallumba vald esés
valdszintisége.

Ha meghataroztuk az egyes intervallumokba esések valdszinliségét, akkor meg tudjuk hatarozni
a x2-préba aktudlis értékét. Szamoljuk ki minden intervallumra a (115) egyenl6ség jobb oldalan
allé szumma megfeleld tagjat, majd ezeket adjuk Gssze.
Erdemes ugy megvialasztani az osztdlyokat, az intervallumok hatarait, hogy azokban a megfigyelések
gyakorisaga kozel megegyezzen. Emlékeztetiink arra, hogy amikor hisztogramot készitettiink, akkor
is igy osztottuk fel intervallumokra a megfigyelési tartomédnyt. Megjegyezziik tovabbd, hogy F'(z;)
értékét pl. Excelben konnyen meg lehet hatdrozni. A préba kritikus értékét p szignifikancia szint
vélasztdsa utdn az osztalyok r szdménak megfeleléen hatdrozzuk meg: X3, (1 — p;r — 1).

10.2. Homogenitasvizsgalat y2-prébaval

Homogenitasvizsgalat esetén az a kérdés, hogy két kisérletsorozat tekintheté-e ugyanolyannak.
Példaul, ha egy terméket éjszakai és nappali miiszakban is eldallitanak, akkor van e kiilonbség a
két miiszak teljesitménye kozott. Legyen £ és n két valdszinliségi valtozo, eloszlasfiiggvényeik rend-
re F(x) és G(z). Kérdés, hogy F(z) és G(x) megegyeznek-e. Tehdt a nullhipotézisiink az, hogy
F(z) = G(z). Legyen a két véltozéra tett megfigyelés sorozataink &1,&2,...,&n €S M1,M2, .+, M.
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Felhivjuk a figyelmet arra, hogy nem sziikséges mind a két valtozora ugyanannyi megfigyelést
tenniink.

x2-préba esetén a valtozékra vonatkozé osztalyokat készitiink és megnézziik mindkét véltozéra
az osztalyokba esés relativ gyakorisagat. Ha ezek a relativ gyakorisdgok nagyjabdl azonosak, akkor
elfogadjuk a nullhipotézisiinket. A préba menetét egy példan keresztiil mutatjuk be.
9. Példa: Vizsgaljuk meg egy narniai kristaly tordszildrdsagat éjszaka és nappal. A mért adatokat
az alabbi tablazat tartalmazza: Jelen esetben n = 120, m = 100. Homogenitasvizsgalat esetén szt

0:10° % | vi(€) | piln)
10-15 | 36 | 28
16-18 | 41 | 36
1921 | 28 | 22

22-25 11 8
26-29 4
30- 1 2
értékét a kovetkezd képlet adja:
r (ﬁ B ﬁ)Q
2 n m
=nm —_— 117
Xakt ; vi + i ( )

A példankban r = 6 az intervallumok vagy osztalyok szama, ngt = 1,19, sz = 11,1. Mivel
ngt =1,19< Xim = 11,1, ezért a nullhipotézist elfogadjuk.

10.3. Illeszkedés vizsgalat Ryan-Joiner teszttel

Kisebb minta elemszam esetén illeszkedés vizsgalatra a Ryan-Joiner tesztet is szoktak alkalmazni. A
préba lényege, hogy a megfigyelésekbdl felrajzolt tapasztalati eloszlasfiggvényt hasonlitja Gssze az
elméleti eloszlasfiiggvénnyel. Ha elég jol illeszkedik a két fiiggvény, akkor elfogadjuk a nullhipotézist.
A préba megismertetése elott sziikségiink van egy fogalom bevezetésére. Tekintsiik a & valészintiségi
valtozot és annak F'(z) eloszlasfiiggvényét.

Egy F(z) eloszlasfiiggvény p-percentilise az az x, szdm, melyre p = F(x)). Ezt az 27. 4bran
szemléltetjik. Erdemes kicsit jobban elmeriilni a p-percentilis fogalmaban. p annak a valészintisége,
hogy £ x,-nél kisebb értéket vesz fel. Ezt a slirliségfliggvénnyel is meg tudjuk fogalmazni, hiszen a
striiségfliiggvény alatti teriilet éppen a valdszinliséget adja meg:

p=F(zp) = /_xp f(z)dx. (118)

A préba elvégzéséhez sziikséglink van a tapasztalati eloszlasfiiggvényre is. Emlékeztetiink arra,
hogy ezt ugy készitettiik el, hogy a megfigyeléseket sorba rendeztiik, és egy olyan lépcsos fliggvényt
rajzoltunk fel, amelynek minden lépcséje 1/n magas volt, és a k. megfigyelés feletti 1épcs6 éppen
k/n magas (28. abra). Tekintsiik a tapasztalati eloszldsfliiggvény egy 1épcséjét, és rajzoljuk mellé
az elméleti eloszlasfiiggvényt is. Ez a 29. abrdan lathatd. Az dbran alkalmazott jelolések mel-
lett a k. lépcsé metszéspontjdhoz tartozd xy, érték lesz a k/n-percentilis. Ilyen médon minden
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27. 4dbra. Az eloszlasfliggvény és a stirtiségfiiggvény kapcsolata.

-
Ne—~—
S Ix
4

| x

§1 &2 §3 gk e gn

28. abra. Tapasztalati eloszlasfiiggvény.

lépcs6hoz meg tudjuk hatarozni az elméleti eloszldsboél a hozzéd tartozd percentilis értékét. fgy
generalhaté egy adatsor, amely az elméleti eloszlasbdl szarmazik és ugyanannyi eleme van, mint
amennyi megfigyelésiink. Azt, hogy ez a generalt adatsor mennyire hasonlit a méréseinkre a kor-
relacios egyltthaté mondja meg. Ha ezeket pontparoknak tekintjiik és dbrazoljuk a pontokat egy
koordindta-rendszerben (30. abra), akkor ezek egy egyenes koriil ingadoznak, ha a korrelacios
egyiitthatd értéke elég nagy. A hozzaérté szakemberek megmutattak, hogy a p-percentilist k/n
helyett jobb % értékeknél szamolni.

Tehat a proba aktudlis értéke a Korr(xy, , ) korrelacios egyithaté lesz. A kritikus értéket tablazatbol
lehet meghatédrozni. A prébat akkor fogadjuk el, ha az aktuéalis érték nagyobb, mint a kritikus érték.
Megjegyezziik tovabba, hogy ez a proba nem csak normalitasvizsgdlatra hasznalhato.
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29. dbra. Az elméleti eloszlasfiiggvény és a tapasztalati eloszlasfliggvény k. 1épcséje. A k. 1épcsd
metszéspontjahoz tartozd xy/, érték a k/n-percentilis.

Xk/nA

> &

30. dbra. A Ryan-Joiner mddszerrel generalt adatsort dbrazoldsa a mért adatok fiiggvényében.

10.4. Szdrasanalizis

Sok esetben sziikség van arra, hogy egy termék kiilénb6zo tipusairdl objektiv eszkozokkel el tud-
juk donteni, hogy azok kiilonbozéek-e. Példaul megeshet, hogy kiilonb6zé gépkocsi tipusokrdl
szeretnénk eldonteni, hogy azok fogyasztdsa minGségileg kiilonbozik-e. Fzzel a kérdéskorrel a sta-
tisztikdban a szérdsanalizis foglalkozik.

Szérasanalizis esetén nem mennyiségi, hanem mindségi valtozdkrdl kell dontést hozni. A mdédszer
ismertetése elott sziikséges bevezetniink néhdny fogalmat:

e Faktor: a fliggetlen valtozd, melynek a hatdsat kivanjuk vizsgalni.
e Szint: a faktor egy hatésa.
e Kisérleti eredmény: a fiigg6 valtozod.

Tehat a fenti példdban az autdk a faktorok, a gépkocsik tipusai pedig a faktor szintjei. A kérdésiink
pedig az, hogy a kiilénb6z6 szinteknek van-e hatdsa a végeredményre. A vélaszhoz egy statisztikai
prébat fogunk elvégezni. Ezen a kurzuson feltessziik, hogy csak 1 faktorunk van. El6szor megfo-
galmazzuk a nullhipotézistinket, és utana ismertetjiik a probléma matematikai megfogalmazasat.

A nullhipotézis tehat:
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HO: A szintek hatdsa megegyezik.
Mely ekvivalens megfogalmazasa.:
HO: A szintek vdrhato értéke megegyezik.

Vegylik észre, hogy két szint esetén épp kapcsolt T-prébat kellene alkalmazni. FEnnek meg-
felel6en tobb szint esetén sziikségiink van egy altalanositott T-probéara, melyet a kévetkezdkben
mutatunk be.

Vezessiik be a kovetkezd jelolést. Legyen az ¢. szinten mért j. mérési eredmény §&; ;. A szin-
tek szama k és az i. szinten a mérések szdma n;. Vagyis példaul az 5. szinten mért adatok:
§5,1,852: -+ &5ms—1,85n5- A proba elvégzéséhez azzal a feltétellel kell élniink, hogy az egyes szin-
teken tett mérések normalis eloszlasbdl szarmaznak, és az elméleti szorasok megegyeznek.

gij A

CHED

\ 4

1. 2. 3: 4. atlagok
szint szint szint szint

31. dbra. Egyfaktoros kisérlet.

Az altaldnositott T-probat két kiillonbozé szérds Osszehasonlitdsdval fogjuk elvégezni. A 31.
abran egy egyfaktoros kisérlet lathaté. Négy szinten végeztiink megfigyeléseket, ezek eredményei
vékony vizszintes vonalakkal vannak abrazolva. Szamoljuk ki minden szinten az atlagokat, ezek
az utolsé oszlopban lathatoak. Nézziik meg, hogy az atlagok szordsa hogyan viszonyul az egyes
szintek szorasdhoz. Ha sokkal nagyobb a szords, akkor a szinteknek van jelent6sége. Ha kicsi az
atlagok széréasa, akkor az a faktorszintek szorasdval magyarazhato.

A fenti gondolatmenetet fogalmazzuk most meg matematikailag. Szamoljuk ki az i. szinten
(i=1,...k) a mérések &; atlagat és s} korrigdlt tapasztalati szordsnégyzetét:

n;

=36 & = > (G- ) (19)
Z]:l

N
7 ]:1

A teljes minta mérete n = Zle n;. Ezt felhasznalva az atlagok sulyozott atlaga:

_ k n; - 1 b 1 & 1 A
E=2 a=_mi| o2 G ] =2 G (120)
i=1 i=1 =1

i=1 j=1

48



és az atlagok silyozott korrigdlt tapasztalati szérasnégyzete:

k
N 1 : 2
(Sdtl)2 T an (fz‘ - ér) . (121)
i=1
A teljes szérés pedig, ami a szinteken beliili szérés:
1 k ng 9 1 k
(Sant)? = = D0 (65 =9 = D (= D (512 (122)
i=1 j=1 i=1

Ez utébbi két szérasnégyzetbdl kapjuk meg az aktudlis érteket:

= ) =S (6 -9

(Shoint)? (k= 1) (ni — 1) (s7)2

Mivel két szérast hasonlitunk Ossze, a préba kritikus értéke az F-prébéanal is alkalmazott Fisher-
eloszlasbdl szdmolandé:

(123)

Fkrit:F_l(lipakilvnik)' (124)

Itt p a szignifikancia szint. Felhivjuk a figyelmet arra, hogy az argumentumok sorrendje fontos!
HO-t akkor fogadjuk el, ha az aktudlis érték kisebb, mint a kritikus, vagyis ha F,r; < Frpit-
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11. Miszaki és gazdasagi adatok elemzése targy gyakorlatain hasznalt
Excel fiiggvények

Magyar Angol
ATLAG AVERAGE
SZUM SUM
DARAB COUNT
SZORAS STDEV
SZOR.M STDEV.S
SZORASP STDEVP
SZOR.S STDEV.P
GYOK SQRT
KVARTILIS QUARTILE
KVARTILIS.TARTALMAZ QUARTILE.INC
KEREKITES ROUND
LOG LOG
PERCENTILIS PERCENTILE
PERCENTILIS. TARTALMAZ PERCENTILE.INC
DARABTELI COUNTIF
MIN MIN
MAX MAX
KITEVO EXP
KORREL CORREL
HA IF
INVERZ.STNORM NORMSINV
INVERZ.T TINV
INVERZ.F FINV
INVERZ.KHI CHIINV
STNORMELOSZL NORMSDIST
FAKT FACT
KOMBINACIOK COMBIN
BINOM.ELOSZL (zh-n nem hasznalhato) BINOM.DIST
VEL() RAND()
INVERZ.MATRIX MINVERSE
MSZORZAT MMULT
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