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1. BEVEZETES

A legegyszertibb értelmezés szerint a mérés egy fizikai (kémiai, biologiai, stb.)
mennység nagysaganak (szameértékének) meghatarozasa, adott meértékegység
rendszer mellett, kisérleti titon. Nyilvanvalo, hogy ez a megfogalmazas csak az
egyszerl meérési folyamatokra bizonyul igaznak, mégis a gépészmérnoki tanulma-
nyok elején ezt a megfogalmazast tekintjuk kiindulé pontnak.

A meérés térténete az emberi kultura boélcséjéig nyulik vissza: Simonyi Karoly
konyveébdl (A fizika kultartoérténete Gondolat Kiado, Budapest, 1986.) tudjuk, hogy
az egyiptomiak mar rendelkeztek a harom alapveté mennyiség: a hossz, a tomeg és
az id6 meérésére szolgald eszkodzokkel. Mar i.e. 1500-ban volt mérépalcajuk (kb. 52
cm hosszusagu). A XXI. dinasztia idejébél maradt fenn sziklarajz egy kétkart mér-
legrél, és a hozza tartozo tomeg-etalonokrol. Az idé mérésére vizorat (klepszidra)
hasznaltak: kupos, alul lyukas edény, a belsé falra felvitt jelzések mutattak azt az
idét, amely adott viztérfogat kifolyasahoz sziikséges. Ezek az eszk6z6k ma a Louvre
egyiptomi anyagaban lathatok.

A meérés a mérnoki-gépészmérnodki tevékenység alapveté momentuma, ez ki-
fejezédik abban is, hogy a “mérndk” szo ezzel a szotaggal kezddédik. A mérés fenti
egyszeru értelmezésbdl kiolvashatd, hogy a mérés végrehajtasahoz megfelel6 mod-
szereknek és technikai eszk6zoknek kell a rendelkezéstinkre allni: e modszerek és
eszk6zOk a meéréstechnika targykorét részét képezik. A méréstechnika szorosan
kapcsolodik ahhoz a szakteruilethez, amelynek jellemz6it kivanjuk megmeérni. A
meéréstechnika egyszerti fogalmait targyaljuk a “Mérési modszerek” c. fejezetiink-
ben.

A meérés fenti meghatarozasa azt is tartalmazza, hogy a meérés része a
“szameérték meghatarozasa”. Ehhez egységek szikségesek. Az alapvetd fizikai
mennyiségek egységei ismertek a kézépiskolabol: 1 m, 1 s és 1 kg. Emlitést érdemel,
hogy napjainkban a méter pontos meghatarozast a kripton 86 izotop sugarzasahoz
kotottek, magyar fizikus Bay Zoltan javaslatara (1965).

A mérés a technikai lebonyolitason tul egy szamitasi (jelfeldolgozasi) folya-

matot is tartalmaz. E folyamat jorészt fliggetlen az adott specialis szaktertilettdl, és

5



kozos, altalanos moédszereket, szabalyokat alkalmaz. Targykoérink éppen e kozos
modszerek kozll a legegyszeribbek bemutatasa.

E modszerek nagy része valoszintiségelmeéleti ismeretekre tamaszkodik. Ezért
csatoltunk a jegyzethez egy rovid 6sszefoglalast a felhasznalt valoszintiségszamitasi
fogalmakrol és eljarasokrol. Tudatosan foglaltuk 6ssze a valoszinuségelmélet alap-
jait mérnoki szempontbdl, és mellézttik a szigoru targyalas pontossagat. Tettik ezt
annak reményében, hogy ez elegendé ahhoz, hogy a hallgato lassa e modszerek
meérnodki alkalmazasat. Abban bizunk, hogy a gépészmérndk hallgatéo az alkalma-
zasokat latva eredményesebb foglalkozhat a Valészintiségelmélet anyagaval a Ma-
tematika targykorében.

A jegyzet végén rovid bepillantast nyajtunk a digitalis jelfeldolgozas kér-
déskorébe. A jelenleg tanulmanyait végzé mérndkgeneracio féként ilyen tipusu
meérésekkel fog talalkozni palyaja soran, ezért az alapok megismerése utan — meég
esetleg a teljes matematikai apparatus ismerete nélkil is — az érdekl6dé hallgatok
képet alkothatnak a targykorrol.

A konyv szerz6i a BME Gépészmérndki Kar Hidrodinamikai Rendszerek tan-
székén és a Mechatronika, Optika és Gépészeti Informatika tanszékén dolgoznak. A
konyv megirasat mindkét tanszék munkatarsai 6nzetlentl segitették, a példa-anyag
Osszeallitasaval és hasznos kritikai megjegyzésekkel. Tamogatasukat készénik a

szerzok.

2013. szeptember.

A szerzok



2. A MERES

2.1 A mérés, mint folyamat, fogalmak

A meérési folyamatok és a valos fizikai-technikai vilag k6z6tt modellalkotasi, le-
képzeési kapcsolat all fenn [2.1].
E leképzés f6 mozzanatai:
e mérési stratégia kidolgozasa
e megfigyelés és a modelljellemzdk elézetes meghatarozasa
e amodell méréssel torténo ellendrzése

o Kkiértékelés és finomitas, az elsé két mozzanatra visszacsatolva

. MODELL ELLENORZESE MEROESZKOZOKKEL

KISERLET-

TERVEZES Tesztelés

Modellalkotas Gerjesztés Rendszervilasz

MODELL MERES
Fizikai :: >
technikai
valésag
MODELL FINOMITASA

Ellenérzés, visszacsatolas

2.1. abra. A mérés, mint munkafolyamat

A mérési munkafolyamat kezdetén, bemenetén, a vizsgalt jelenséggel kapcso-
latosan rendszerint mar a priori (elézetes) ismeretekkel rendelkeziink, és mar megal-
kottunk egy el6zetes modellt is.

Szemléltetésképpen e fejezetben tobbszér hivatkozunk majd egy hengeres test
téerfogatanak mérésére. E feladat segitségével az el6z6 megallapitasok értelmezhetéek:

A priori tudjuk, hogy geometriai, ezen beltill hosszuisag meérési feladattal allunk



szemben. A feladat matematikai modellje ismert, V = cf -7 -h, ahol d a henger atmeéréje
€és h a magassaga. A konkrét mérés mindig egy modellezési folyamatba van beagyazva.

Ha a megadott elézetes modellel a megkivant (modellezési) pontossag nem érhetd
el, akkor egy iteracios folyamatban a valosag leképezését finomitani kell.

Belathato, hogy a mérési folyamat eredményének, a leképzés végleges modell-
jének (az elézéekben mar emlitett henger esetében legyen példaul V = 3,435+ 0,004 - mm?®)
helyességét a modellezési és a mérési hiba befolyasolja.

A két hiba ok ko6zo6tt alapveté kiilonbség van. A modellezési hiba a helytelen
levezetés, vagy a hibas elézetes ismeretek miatt van, hiszen a modell mindig a valésag
leegyszertisitésén, a lényeg kiemelésen alapszik, a jelenséget csak véges pontossaggal
képes leirni. A mérendd henger palastjanak alkotoja példaul nem parhuzamos a ten-
gellyel és nem egyenes, hanem goérbe vonal, és az alakzat valgjaban enyhén "hordos",
tehat a matematikai modell hibas, ill. korlatozott pontossagu. Ha tehat mar a feltéte-
lezett kiindulasi (matematikai) modell hibas, akkor a még oly pontosan kivitelezett
meérési eljaras sem adhat kielégité eredményt a fizikai-technikai valosag megkdozelité-
sében.

A mérési hibak a mérés lebonyolitaskor és kiértékelésekor, valamint a méro-
eszk6zok mukoddése kozben keletkeznek. A hibakkal késébb kuilén foglalkozunk.

A mérés és a modellezés Osszefliggésének egyenes kovetkezménye, hogy a mo-
dellalkotas hibaja az az ésszerl korlat, amelyet a mérés pontossagi koévetelményeinek
megallapitasakor gazdasagossagi és ésszertiségi okokbol szem el6tt kell tartani. Tel-
jesen irracionalis dolog lenne egy durva modell paramétereit nagy pontossag-

gal és ennek folytan nagy koltséggel meghatarozni!

Fontos tudni, hogy van a mérési folyamatnak egy metrologiai aspektusa is. Ez
egyszeruen fogalmazva “skalak, mércék, etalonok és a mértékegységek, kérdéskorével”
foglalkozik.

A mérdlanc felépitése alapjaban az elébb ismertetett mérési munkafolyamatot

tikrozi, annak mintegy "hardveres" muszaki eszk6zokkel valo megvalositasa.



o ) JELATVIVO JEL- KIJELZO
* MERENDO (Erzékeld) FELDOLGOZO MEGJELENITO
(MERHETO) (Szenzor) REGISZTRALO
fizikai-
technikai
MENNYISEGEK

2.2. abra. A méres jelfolyama az altalanos meérélanc atviteli tagjain

A meérélancban szerepld kifejezések magyarazatat a részben a szévegben, rész-
ben a fogalmak felsorolasanal lehet megtalalni.

A mérdélanc allhat t6bb eszkozbdl (atviteli tagbol), ezek kapcsolasa lehet soros,
parhuzamos és visszacsatolt. Ez utobbi a fogalmakkal kapcsolatosan megjegyezzik,
hogy a mérés-és muszertechnika tudomanyanak eszkoztarahoz tartozik a rendszer-
technika is, amelynek segitségével a fizikai-technikai folyamatok vizsgalata idé-és
operator tartomanyban egyarant lehetévé valik.

A mérdlanc fent bemutatott strukturaja azonban egyetlen eszkézén beltl is
megjelenhet. A muiszertechnikaban szokas példaul, hogy egyetlen 6sszetettebb méro-
eszkozt is "mérélancként"” fogjunk fel. Gondoljunk egy ismert gépészeti mérbéeszkodzre, a
meéréorara. A mérdora tapintoja a jelatvivd, amely a bemeneti elmozdulast a jelfeldol-
gozoként funkcionalo fogasléc-fogaskerék attételen keresztiil a skala el6tti mutatohoz,
azaz a kijelz6hdéz kozvetiti.

A szenzor fogalom a jelatvivonek azt a részét jeloli, amelyik a mérend6 (mérhetd)
mennyiséggel kozvetlen kapcsolatba kertul. A jelatvivd tag bizonyos esetekben lehet
maga a szenzor is, de gyakoribb eset az, hogy a szenzor egy alkotorésze, a “lelke” a
jelatvivonek. A gépészeti méréstechnikaban a mérdélanc bemutatasara alkalmas egy
olyan gyorsulasmérd rendszer, amelyben a jelatvivd szenzora egy nyulasmeéré6 bélyeges
aramkor. A meérélanc jelatvivije egy a jelatvivé hazaba befogott tartora szerelt szeiz-

mikus tOmeget tartalmaz. A nyulasmeéré bélyegeket, mint szenzorokat a tartora ra-
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gasztjak fel, u.n. Wheatston -hidba kapcsolva. A jelatvivé hazara hato gyorsulas a
tarton keresztul a tomegre hat, és a tomeg deformalja a tartot. A deformacios erd
aranyos a gyorsulassal, és a nyulasméré bélyegekbdl allo méréhid kimenetén (két aga
kozott) a gyorsulassal aranyos villamos feszliltség mérheté (a gyorsulas-jellel modulalt
vivéfrekvencias hid-tapfesziltség). A szenzor passziv, tehat segédenergiat igényel. A
lanc masodik tagja, a jelfeldolgozo egység taplalja a stabil szinuszos feszultséggel (vi-
vofrekvencia) a hidat, majd demodulalja és szuri a hid kimené jelét. A lanc harmadik
tagja a kijelzd, amely lehet digitalis, vagy analog.

A miuszerek mukodési modja alapvetéen kétféle lehet: statikus és dinamikus.

A statikus mukodés ismérve, hogy mind a bemeneti, mind a kimeneti jel idében
allando értékti. Eléfordulhat még az u.n. kvazi statikus mukodés is, amelyre a be-
meneti és kimeneti jelek igen lassu valtozasa jellemz6. Ezen esetekben a statikus
érzékenység a jelek valtozasanak szakaszaban is valtozatlan marad.

A dinamikus szakaszban, tehat a jelek valtozasa kozben az érzékenység fo-
galmat nem lehet alkalmazni, mert a két jel aranya a valtozas gyorsasagatol erésen
fugg. Ezt a jelenséget mas néven frekvencia-fliggésnek is nevezzik, és oka, hogy a
mérdlanc minden tagja energiatarolokat is tartalmaz. Az idében valtozé mennyiségek
mérése példaul jellegzetesen dinamikus mérés. Az ilyen mérési feladatok felvetnek
néhany olyan problémat, amelyek a statikus mérések soran nem jelentkeznek. A meé-
rélanc egyes atviteli tagjai dinamikus viselkedésének, valamint a mérendd jel (bemend
jel) spektrumanak ismeretében meghatarozhatéak a mért mennyiség (kimené jel) tu-
lajdonsagai, és a mérési eljaras mindségi jellemzéi. A bemend és kimend jel frekven-
cia-fliggésének szemléletes abrazolasa az u.n. Bode-diagramon torténik. Ezt mas néven
amplitudo-fazis frekvenciamenetnek nevezziik. A frekvenciamenet szamitassal és
meéréssel egyarant meghatarozhato, alapja az atviteli figgvény, amely a méréeszkoz,
vagy meérélanc matematikai modelljébdl, a differencialegyenletbdl is szarmaztathato.

A hosszusag és az elmozdulas meérése, és néhany ezekhez kapcsolodé meérd-
eszko6z, valamint mérendd fizikai mennyiség segitségével az alabbiakban bemutatjuk a
meérési modok kozotti kuilldnbséget.

Van olyan hosszmeéré eszkéz, amely kizarolag statikus meérésre alkalmas (pl.:

meérdéhasab). Ha a mérendd folyamat idében igen csak lassan valtozik, akkor erre a
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kvazi statikus mérésre alkalmas lehet egy mérdora is, hiszen nem csupan egyetlen
méretet testesit meg, mint a méréhasab, hanem analog skalaval rendelkezik. A szem-
lélet bévitése érdekében megjegyezzik, hogy természetesen mas fizikai mennyiség is
visszavezetheté elmozdulas mérésére, gondoljunk példaul a rugos, vagy kengyeles
erémérdkre. Ez utobbi eszkozbe példaul gyakran méréorat épitenek be “jelfeldolgozo”
és “kijelzd” tagkeént.

Vannak azutan olyan mérdéeszkdzok, amelyek egyarant alkalmasak idében al-
lando és valtozo jelek mérésére is, ez utobbi esetben természetesen csak a felsé ha-
tarfrekvenciaig terjed6 frekvencia tartomanyban. Ilyen eszkézok példaul az induktiv
utadok. Ezek mar az 6nallé tagokra bonthato, klasszikus mérélanc részei. A korab-
biakban a mérélancot a nyulasmeéré bélyeges gyorsulasérzékeld és a hozza csatlakozo
kiszolgalo egységek segitségével mutattuk be. Az titadot, mint jeltovabbitot - hasonloan
a nyulasmeéré bélyeges rendszerhez - a méréhid (ebben egybeépitve egy jelfeldolgozo és
kijelzé tag talalhato) latja el a mtkodéshez sziikséges vivéfrekvencias “tapfeszuiltség-
gel”, ez és dolgozza fel az itadé kimenetén megjelené modulalt jelet is. Erdekességként
megjegyezzUk, hogy az elézéekhez hasonléan, téobb fizikai mennyiség dinamikus meé-
résére szolgalo jeltovabbito “lelkét” induktiv titado, vagy nyulasmeéré bélyeges hid keé-
pezi. Példaul induktiv elmozdulas érzékeld, vagy nyulasméré bélyeges hid van bizonyos
tipusu nyomasérzékelékben, eréérzékelé6kben, de a mar emlitett nyulasmérd bélyeges
mellett van induktiv itadot tartalmazo szeizmikus gyorsulasérzékelo is.

A dinamikus mérésre alkalmas eszk6zok ko6zott van olyan is, amelyik viszont
kizarolag dinamikus mérésre alkalmas, és statikusan egyaltalan nem, vagy csak hi-
basan mukodik. Kizardlag dinamikusan mukoédnek azok az (elektrodinamikus) meé-
réeszk6zok, amelyek az indukcios térvényen alapulnak. Ezen eszk6zok tartalmaznak
egy légréssel rendelkez6 magneses kort, amelybe egy rugalmasan felfliggesztett és
egyenesbe vezetett tekercs merul bele. A tekercs és a magneses mez6 kozotti sebes-
ségkluildonbség hatasara a tekercsben a sebesség-kuillénbséggel aranyos villamos fe-
szlultség indukalodik. Ilyen elven mukoédik a dinamikus mikrofon, amelynek a
membranjara van a tekercs felszerelve, és jellemzéen extrém kis dinamikus nyomasok
meérésére alkalmas, valamint a szeizmikus sebességmérd, amelyben a tekercs egy

specialisan felfliggesztett tomegre van erdsitve.
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Kvazi statikus tizemmodban csak nagy hibaval, statikusan pedig egyaltalan nem
lehet mérni a piezoelektromos gyorsulasérzékel6kkel, és minden olyan érzékeldvel,
amelyben a szenzor piezoelektromos kristaly, vagy keramia. A piezoelektromos érzé-
kel6k ugyanis a rajuk megfelelé iranyban gyakorolt eré hatasara a villamos t6ltések
szétvalasztasaval, tehat villamos feszlltséggel “valaszolnak”. Ezek a toéltések azonban

az id6 multaval “rekombinalédnak”, azaz visszaall az eredeti polarizaciés allapot.

2.2 Fontosabb mérés-és miiszertechnikai fogalmak

A metrologiai fogalmak tételes felsorolasa és magyarazata mellett, az 6sszeflig-
gések és az esetleges hierarchiak tisztazasa érdekében, konkrét gépészeti mérési fel-
adatok segitségével mutatjuk be a szabvanyos fogalmak jelentését és kapcsolodasaikat.
A fogalmak bemutatasanal a [2.9] eléirasait alapul véve, igyekeztiink koézérthetdéen
fogalmazni. A szabvanyos definiciok a fenti irodalomban megtalalhatoak. Az itt k6zolt
fogalmak sorrendjében az atfogo jellegli, magasabb szintli fogalmaktél indulva ha-

ladtunk a specialisabb kifejezések felé.

Metrologia

A mérés tudomanya, a mérésekkel kapcsolatos ismeretek teljes kére. Magaban
foglalja a méréseknek mind az elméleti, mind a gyakorlati szempontjait, fliggetlenil a
pontossagi szinttél és a tudomanyban, vagy a miiszaki életben valé alkalmazas terti-

letétél [2.2].

Mérési folyamat

Neégy {6 mozzanatot tartalmazo, visszacsatolt tevékenység (1d.: 2.1. abra). A mé-
rési stratégia kidolgozasa, a megfigyelés és a modelljellemzdk elézetes meghatarozasa,
a modell méréssel torténd ellendrzése, végul a kiértékelés és finomitas, az els6 két

mozzanatra visszacsatolva.
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Modellezés

A “fizikai” valosag Osszetett, a keresett mennyiség meghatarozasa csak megha-
tarozott szempontok szerinti, egyszerusitett feltételek mellett lehetséges. A modellal-
kotas tehat mindig lényeg-kiemelés, a struktura és a struktaran beltili 6sszefliggések
meghatarozasa. A modellezési folyamat végén meéréssel ellendrizzik a megalkotott

modellt, és sziikség esetén modositunk.

Mérélanc

A meérési folyamaton belll a konkrét mérési feladat megvalositasanak technikai
eszkozei képezik a mérdélancot. Harom lényeges atviteli tagot lehet megktilénbdztetni a
meérdlancon belil. Ezek sorrendben a jelatvivé (nevezik érzékelének is), a jelfeldolgozo,

és a kijelz6 (ezt helyettesitheti a megjelenité, vagy a regisztralo).

Miiszerek miikoédési modja

Alapvetbéen kétféle lehet: statikus és dinamikus. A statikus mukédés ismérve,
hogy mind a bemeneti, mind a kimeneti jel idében allandé érték(, de legalabb a mérés
idétartama alatt allandonak tekintheté. El6fordulhat még az u.n. kvazi statikus mu-
kodés is, amelyre a bemeneti és kimeneti jelek igen lassu valtozasa jellemz6. A dina-
mikus mUkddés esetében a bemend és a kimend jelek idében valtoznak. A dinamikus
meérés célja egy fizikai mennyiség pillanatnyi értékének, vagy idébeli lefolyasanak

meghatarozasa.

Statikus érzékenység
Allando6 aranyérték, amely a statikus méréshez alkalmazott muiszert jellemzi. Az

érzékenység a kimend €s a bemend jel k6zotti hanyados testesiti meg.

Meérés

Tervszer(l, a metrologia eldirasai alapjan végrehajtott 6sszehasonlito tevékeny-
ség, amelynek célja egy ismeretlen mennyiség értékének meghatarozasa gyakorlati
modszerrel. A mérés magaban foglalja a szikséges szamitasi muveleteket is. Latni

fogjuk, hogy a keresett ismeretlen mennyiség meghatarozasanak elvi korlatjai vannak,
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ezért meg kell elégednliink az ismeretlen mennyiség becslésével. Eredménytl egy, a

valasztott mértékegységben kifejezett szamértéket kapunk.

Statikus mérés
A statikus mennyiségek értéke (bizonyos muszaki szaktertileteken a staciona-
rius) a mérés id6étartama alatt allandonak tekintheté. A statikus jelz6 nem a meérési

modszerre, hanem a mérendé mennyiségre vonatkozik.

Dinamikus mérés

Egy mennyiség pillanatnyi értékének, vagy idébeli lefolyasanak meghatarozasa.

Valodi érték

A modellezés soran definialt érték. Pontos meghatarozasa nem lehetséges, mert a
meéreés gyakorlati tevékenység, amelyet mindig hiba terhel [2.4]. E jegyzetben, a kény-
nyebb érthetéség érdekében, a hiba meghatarozasa soran a valodi érték kifejezést
hasznaljuk, bar a legujabb “Metrologiai Ertelmezé Szotar” [2.9] a gyakorlati alkalma-

zasokhoz a valodi érték helyett a helyes érték kifejezést ajanlja.

Konvencionalis valodi érték (helyes érték)

Valamely konkrét mennyiségnek tulajdonitott, gyakran megegyezés alapjan el-
fogadott olyan érték, amely az adott alkalmazas szempontjabél megfeleléen kis bi-
zonytalansagu. Példaként megemlitjiik, hogy egy referencia etalon altal megvalositott
mennyiségnek tulajdonitott érték az adott helyen a mennyiség helyes értékének te-
kintheté (hiszen tokéletesen biztosak nem lehetlink az etalon valodi értéke fel6l, mert
nincs akivel, ahol és amivel ezt hibatlanul meg lehetne mérni). A helyes érték fogal-
manak megértését segitheti, hogy régebben ezt tulajdonitott értéknek, legjobb
becslésnek nevezték. El6fordulhat, hogy a helyes érték megallapitasahoz tobb mérés

sziikséges.
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Mérendé6 és mérheté6 mennyiség

Altalaban a mérélanc bemené jele (mennyisége) a mérendé mennyiség, de van
sok olyan mérési feladat, amely esetében a mérendé mennyiség “nem elérhet6”, he-
lyette csak a mérheté mennyiség megallapitasat tizhetjik ki célul. E fejezetben, a
kozvetett mérés kapcsan egy ilyen feladatot mutatunk be. A mérendd (mérhetd)
mennyiség eléirt hibahatarokon bellili meghatarozasa a meérési folyamat tulajdon-

képpeni célja.

Mérészam
Hivatalosan: Egy mennyiség értékének és az érték kifejezésében hasznalt egy-
ségnek a hanyadosa. Egyszeribben: A mért mennyiség szamszeru értékét meghata-

rozott hibaval képezi le (tikrozi), és altalaban a mérdlanc kimend jele (mennyisége).

Mértékegység (egység)

Valamely fizikai mennyiség szabvanyokban régzitett értéke, amelyet lehetéség
szerint valamilyen természeti allandohoz koétnek. Tobb fontos mértékegység esetében
ez a "kotédés keresés" utdlagosan tortént meg, és tobbszor valtozott az idék folyaman

(pl.: méter).

Meért mennyiség értéke
Adott mennyiség nagysaganak kifejezése a mérdészam és egy mértékegység

szorzataként.

Mérési eredmény

A mérendd mennyiségnek tulajdonitott, méréssel kapott érték.

A meghatarozando mennyiség mérdészama (esetleg tobb mérészambal kiszamitott
érték) a mértékegység, a hibak, és a bizonytalansagok megadasaval egészul ki. A mé-
rési munka [2.7] szerint csak akkor tekinthetd befejezettnek, ha az elvégzett munka

statisztikai kiértékelése is megtodrtént.
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Mérési hiba

A mért mennyiség és a mennyiség valodi értéke koézotti ktilonbség. A mérés soran
nyert eredmények mindegyike bizonytalansagokkal terhelt. E bizonytalansagok for-
rasai lehetnek a modell, a mérdéeszk6zok, a mérési eljaras pontatlansagai, a mérést

végz6 személy pontatlansaga és a kérnyezet altal okozott zavarok.

Méroeszkoz hibaja

A mérdeszkoz jelzésének és a bemen6 mennyiség valodi értékének ktilénbsége.

Hibakorlatok (méréeszkozé)
Hatarértékek, amelyeket egy adott muiszer adatlapjan, vagy szabalyzatban roég-

zitenek.

Ismétloképesség

A mérési eredmény ismétléképessége a mérendd (mérhetd) mennyiségek értékére
kapott ismételt mérések egyezésének meértékét jelenti, ha az egyes méréseket ugyan-
azon személy, ugyanazon modszerrel, eszkézokkel, és kérilmények mellett végezte, és

a mérések kozott rovid idé telt el.

Reprodukalhatosag

Egy mérendé mennyiségre kapott értékek egyezésének mértéke jelenti a repro-
dukalhatosag mértékét akkor, ha az egyes méréseket ktilonb6z6 személyek ktilonbo6z6
modszerekkel és eszkozokkel, eltéré kortilmények kozott és mas-mas helyen és idében

veégeztéek.

Korrekcio

Olyan eérték, amelyet a korrigalatlan eredményhez eldjelesen hozzaadva, kom-
penzalja annak becsiilt rendszeres hibajat. A korrekcio tehat a rendszeres hibaval
megegyez6 értékl, de ellentétes elgjeldi, és sajat maga is tartalmaz bizonytalansagot. A
korrekcios tényezo a korrigalatlan eredmény beszorzasaval szinteti meg annak be-

csult rendszeres hibajat.
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Etalon, vagy osszehasonlito mennyiség

Egy mennyiség egységét, vagy egy, vagy tobb ismert értékét vonatkoztatas cél-
jabol meghatarozo, megvalosito, fenntarto, reprodukald, vagy méré érték, mérdeszkoz,
anyagminta, vagy mérdérendszer. Gyakori formaja példaul egy meérték: Mérdhasab,
meérlegsuly, normalelem, stb. Az etalonok tébb szintjét definialtak (nemzetkozi, nem-

zeti, stb.)

Segédmennyiség
Ez a fizikai mennyiség nem a mérendé mennyiségbdl nyerhetd, de a mérés el-
végzéséhez, a mérérendszer mukddtetéséhez elengedhetetlentil fontos (pl.: villamos

tapfeszultség, pneumatikus tapnyomas).

Koztes mennyiség

A kozvetett mérésben, a jelfeldolgozas soran gyakran sziikség van arra, hogy az
eredeti mérendd mennyiséget egy, vagy tobb vele analog (kdztes) mennyiséggé alakit-
sanak at a tovabbi feldolgozas érdekében (pl.: induktiv gyorsulasmérd). Ugyancsak a
kozvetett mérésben lehet sziikség egy, vagy t6bb olyan (kdztes) mennyiség mérésére,
amelyek a matematikai modell szerinti végeredmény szamitasahoz sztikségesek (pl.:

csapagygorg6 térfogata).

Befolyasolo mennyiség
Ez a mennyiség nem targya a mérésnek, befolyasolja a mérési eredményt, de
kézben tarthato, tehat hatasa figyelembe vehetd. Ilyen lehet példaul a kengyeles

mikromérd hémérséklete hosszmérés kozben.
Zavaras

Olyan mennyiség, amely nehezen, vagy nem kézben tarthatéo modon befolyasolja

a meérési folyamatot.
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Meérési elv
A meérés tudomanyos alapja, a mérési feladat megoldasa soran alkalmazott fi-

zikai torvényszeriiséget, elveket jelenti.

Meérési eljaras

A mérési folyamat részét képezi, és a mérési elv és a mérési modszer egytlittes,
célszerti alkalmazasat jelenti abbol a célbol, hogy mérdeszkozokkel a mérdszamokat
meghatarozzuk. Megjegyezziik, hogy [2.4] a meérést végz6é személyt is a mérési elja-

rashoz tartozonak tekinti. A mérési eljarast altalaban irasban is régzitik.

Meérés kivitelezése
A meérbeszkdéz mukddési modjat (érintéses, vagy érintésmentes) és a meérés

gyakorlati kivitelezését (konkrét méréeszkozok) értjik a mérés kivitelezése alatt.

Mérorendszer
A mérés elvégzéséhez sziikséges mérdoeszkozok és segédeszkozok Osszessége.

A mérdrendszer tobb mérédlancot is tartalmazhat.

Mérési modszer
A mérési modszer a szabalyok rendszere, a muiveletek logikai sorrendje, amely
alapjan a meérést végzik. Az egyes mérési modszerekhez meghatarozott fizikai elven

mukoédé mérérendszerek kapcsolodhatnak.

“On-line” és “off-line” mérorendszerek

A méreési eljaras és a mérendd targy, vagy folyamat fizikai kapcsolodasa szerint
kozvetett (off-line) és koézvetlen (on-line) mérérendszereket ktildnboztettink meg. Az elsé
esetben a meérési eljaras informacio feldolgozo lancaba “beépuil” a mérést végrehajto
ember is, pl. leolvassa az adatokat és szamitogépbe viszi.

Az on-line rendszerben a mérés és az adatfeldolgozas automatikusan térténik.
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Mérési stratégia
A matematikai modell alapjan kijel6li a célszertien (ésszertien és gazdasagosan)
alkalmazhaté mérési elvet, mérési modszert és ezekkel dsszefiiggéen az alkalmazando

mérdeszkdziket.

A kovetkezékben egy tablazatban témoéren és példakkal illusztralva felsoroljuk a

gyakorlatban leginkabb el6fordulé mérési modszereket:
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Mérési modszer
(metrologiai aspektus szerint)

Példak méréeszkozokre
és mérési feladatra

Kitérités

A mérendé mennyiség valamilyen
fizikai térvény és kapcsolat révén erét, vagy
nyomatékot idéz el6. A mliszerben ennek
megfelel6 ellenerd, vagy ellennyomaték ke-
letkezik. Az egyensulyi helyzet bekovetke-
zésekor a mennyiség a skala és mutato se-
gitségével olvashaté le.

Méréora hosszméréshez

Forgoétekercses miiszer
elektromos aram méréséhez

Rugos eré6méro

Osszehasonlitas,
vagy komparalas

A mérend6é mennyiséget azonos ti-
pusuy, ismert nagysagi mennyiséggel ha-
sonlitjak 6ssze.

Kétkaru osszehasonlité mérleg
A mérendé tomeggel egyenld sulyt helyez-

nek a témeggel ellentétes oldalra (nyoma-
ték-6sszehasonlitas). Ez a tomegmérési modszer
csupan a tomegek 0sszehasonlitasara alkalmas:

“kisebb”, “nagyobb”, “egyenld”.
Méréléc
Etalon skala osztasaihoz hasonlitjuk a

mérendé hosszusagot

Kiegyenlités,
vagy kompenzacio,
(null-modszer)

A mérendé mennyiség értékét az
altala létrehozott valtozas kiegyenlitésével
allapitjuk meg. Ha a leolvasas a muiiszer
mutato “0” allasaban toérténik, akkor
null-kompenzaciordl is szokas beszélni.
Gyakran a kompenzalashoz sztikséges fi-
zikai mennyiséget hasznaljak fel a méré-
szam megallapitasara (kozvetett mérés).

Kétkaru kompenzaciés mérleg
Cél a mérendd témeg altal okozott kitérés
kiegyenlitése a lehetséges minimalis hibaval, és a
kiegyenlitéshez sztikséges ellenerd (suly, nyomaték)
egzakt megadasaval.

Hémeérséklet mérése kompenzograffal
Hémeérseéklettel aranyos villamos feszliltség
hatasat villamos segédmennyiséggel kompenzaljak.

Impedancia
Villamos impedancia mérése hidkapcso-
lassal, null-detektorral.

Kiilonbségi

A mérendé mennyiség €s egy azonos
tipusu ismert, de kismértékben eltérd
mennyiség kuldnbségének mérése.

Optiméter

Csap-atméré mérése méréhasabokkal (ko-

zelité mérés), majd ezt kévetéen a méréhasab
kombinacio és a munkadarab kozotti, kismeértéka
ktilénbség mérése tapintos optiméterrrel.

Helyettesités

A mérendé mennyiséget azonos ti-
pust, ismert érték(i mennyiséggel helyet-
tesitik. Eredménytl a kijelzett érték valto-
zatlan marad, vagy a kismeértéku eltérést

“Borda”-rendszerii mérleg

Az alaphelyzetben kiegyenlitett mérlegnél a
meérendé tomeggel megegyez6 sulyt vesznek le a
meérlegkarrol, a tdmeg oldalan.

skala segitségével mérik.

2.1. tablazat. A mérési modszerek és néhany méréeszkdz bemutato tablazata
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Kozvetlen mérés

Ennek a stratégianak az alkalmazasa soran a mérendd fizikai mennyiséget egy
lépésben, egyetlen érték-megtestesitével hasonlitjak 6ssze. Ilyen példaul a hosszusag
meérése abszolut mércével ellatott mérdéruddal, amely legtobbszor ivegbdl, vagy fémbdl
készult. Egyszeruségebdl kovetkezéen alkalmazhatosaga igen korlatozott, tekintettel a
mérendd mennyiségek sokféleségére, hiszen nem minden fizikai mennyiség esetében

rendelkeztink kozvetlenul felhasznalhato etalonokkal.

Kozvetett mérés

Vannak - és nem kis szamban - olyan fizikai mennyiségek, amelyek kézvetlen
modszerrel egyaltalan nem meérhetéek, gondoljunk példaul az olvadt acél hédmeérsék-
letének meérésére, ahol a hémeérsékletet az anyag altal kibocsatott fény spektruma
alapjan hatarozzak meg, hiszen egyrészt nem létezik stabil hémeérséklet etalon, mas-
részt igen magas a mérendé hémeérséklet. Hasonloéan, csak koézvetett modon mérhetd
fizikai mennyiség példaul a teljesitmény is.

A muszaki (gépészeti) gyakorlatban igen elterjedten alkalmazzak ezt a strate-
giat, kiulonésképpen a nem villamos mennyiségek villamos, vagy optikai elven
torténé mérésénél. E modszer alkalmazasa soran a mérendé mennyiséget un. koztes
mennyiségek lancolatan keresztul vezetik vissza egy, vagy tobb - muszaki szem-
pontbodl elénydsen kezelhetd - mennyiségre.

Gondoljunk a villamos feszlltség mérésének egyszerli modjara, un. forgoteker-
cses, vagy Deprez muszer segitségével. A mérendd feszlltség a muszer tekercsén
aramot "hajt" at. Ez az aram az alland6 magnessel keltett magneses kor légrésében un.
Lorenz er6t hoz létre, amely a mutato kitérését eredményezi. Ez a kitérité eré az
arambevezetd rugok visszatéritd erejével tart egyensulyt. A mérdeszkoz segitségevel a
fesztiltséggel analog, de vele nem azonos kimené mennyiséget, a mutato szégelfordu-
lasat hozzuk létre.

Egy hengeres alkatrész térfogatanak meghatarozasahoz, eltér6 ered6é hibaval,
tobbféle matematikai modellt lehet késziteni. Visszavezethetjuk példaul a térfogat
meérését hosszmeérésekre (h és d), mint kéztes mennyiségekre, de témeg mérésre is, ha

a suruseég kell6 pontossaggal ismert, vagy forditva.
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Kozvetett mérés példaul a hosszusag precizios mérése a fényinterferencia elvének
felhasznalasaval, itt a kdztes mennyiség a fény hullamhossza (1d.: méréhasabok mé-
retellendrzése). De kozvetett modszerrel téorténhet példaul a gyorsulas mérése, kettés
rugos vezetékre felfliggesztett szeizmikus tomeg elmozdulasaval, induktiv titado elvén

mukodoé eszkozzel.

Fontos megjegyzések az analog és digitalis méréeszkozokkel kapcsolat-
ban:

A gyakorlatban sokszor el6fordul, hogy analdg, vagy digitdlis mérési modszerrol
(1), illetve eljarasroél beszélnek. Ez azért helytelen, mert a felhasznalt mtiszaki esz-
kozoket helyezik a meghatarozas kézéppontjaba. Ezzel szemben a mérdéeszkédz és an-
nak mukodési modja egylttesen a mérés kivitelezésének fogalomkorét alkotjak. A
mérési eljaras pedig egy masik gyujtéfogalom, amelybe a mérési modszer és a mérési
elv tartoznak bele (Ld.: 2.2. tablazat).

Az ilyen moédon torténd csoportositas azért sem célszerd, mert sok digitalis mé-
réeszkoz alapvetéen analog moédon muikodik, és csupan a kijelzése digitalis. Ugyan-
akkor az analog méréstechnikaban az is ismert tény, hogy valéjaban az analég mu-
szerek tobbsége sem mukodik igazan "analég" modon, és ez kildéndsen a mechanikus
és elektromechanikus eszk6zok esetében igaz. Ezek az eszk6zok surlodo épitéelemeket
tartalmaznak, ezért a jelleggorbéjuk felnagyitott képén azt latjuk, hogy folyamatosan
novekvé bemenet hatasara a kimenetiik diszkrét "lépcs6k” sorozatabol all. Ezzel a
kérdéskorrel a feloldas és érzékenység témakorénél részletesen foglalkozunk.

A “digitalis” jelz6 alkalmazasa, elsé6sorban a gépiparra jellemzdé hosszusag és szog
mérések esetében, a nemzetko6zi szakirodalomban igen elterjedt. A digitalis hossz-és
szogméro eszko6zok (nem modszer!) kifejezés hasznalata teljesen indokolt. A kuilonféle
digitalis hosszméré rendszerekben eddig kétféle  fizikai elv terjedt el, az
optoelektronikus (pl.: Linear Scale) és az elektromagneses (pl.:Induktosin), mig a
mérés modszere mind az abszolut (kédolt), mind az inkrementalis mérdeszkozok
esetében is egyarant osszehasonlitd, hiszen a mérendé mennyiséget fix osztaskozi

meérdléccel hasonlitjuk 6ssze.
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Osszefoglaldsként a kovetkezd tablazat két mérési feladat segitségével segit

rendszerezni az el6zéekben ismertetett fogalmakat:

h (hossziisag)  — stratégia: kozvetleniil
Mérési feladat = |  coeemmemmeeeee e
V (térfogat) = stratégia: kozvetetten

. Meérési
'+ mod-sze | Osszehasonlité | Kitéritéses Kulénbségi

Mérési ' r J U
—

eljaras : Mérési | Me-c Mecha-nik | Opto-mec
! elv ha-ni | Optikai ai ha-nikai Villamos
: = kai
' Meérés
+ modja | Erin- | Erin- Erintéses | Erintéses | Erinté-se | Erintés-
i (miko6-d | téses | tés-men S mentes

Mérés E és) tes

kivite- ! =

lezése . Fug- Tapintos Nyitott
E Méro- Meé- Abbe Mérdora g6-leges | induktiv mag-
' eszkoz | réléc | kompa- Abbe utado nes-kord
: = rator hossz-mé induktiv
: ré utado

2.2. tablazat. Néhany fontos méréstechnikai fogalom rendszerezése, példakkal

kiegészitve
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2.3 Meérési hibak

A mérdeszkozok, mérémuiszerek és meérési eljarasok pontatlansagai, valamint a
kornyezet és a mérést végzd személy altal okozott zavard hatasok miatt minden egyes
mért érték hibakkal, bizonytalansaggal terhelt [2.5], és gyakran maga a mérend¢ fi-
zikai folyamat is zajos.

A meérési hibak eredetiik szerint a modellalkotas, a mérési eljaras (elv és

modszer), valamint a mérés kivitelezésének (mod, méréeszkoz, mérd személy) hibai
lehetnek.

Az eredményben torténé megjelenités formdja szerint megkuilonboztetiink

abszolut és relativ hibat. Az abszolut hiba a mérési eredmény minusz a mérendd
mennyiség valodi (helyes) értéke. Vigyazat! Ez a fogalom nem azt jelenti, hogy a hiba
nagysaganak abszolut értékét kellene venni, hanem a méréstechnikaban ezt az “ab-
szolut” hiba elnevezést a hanyados tipusu relativ hibatol valéo megkiilénbdztetés miatt
vezették be. A relativ hiba ugyanis az abszolut hibanak és a valodi értéknek a ha-
nyadosa.

Végul jellegiik szerint csoportositva eléfordulhatnak durva, rendszeres és

véletlen hibak.

2.3.1 Hibak csoportositasa eredetiik szerint

Szemléltetésként hatarozzuk meg a fejezet bevezetdjében mar emlitett henger
térfogatat ugy, hogy az atmér6 és a magassag mérését tolomeérdvel végezziik. Néhany
lehetséges mérési hiba eredet szerinti csoportositasat szemléltetjuk a kovetkezd

tablazatban:
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MODELL ELJARAS KIVITEL
Elv: mechanikai Mod: érintéses
Hiba: a mérdfeliiletek az | Hiba: a toloméré mérdfeliilete és
érintkezési feliilet érdes- | a munkadarab kézé szennyezé-
ségi csucsain fekszenek dés keriilt
fel, a feliileti érdesség
d2 osszevetheté a mérdesz- Méréeszkoz: tolomérd
V= Tﬂ' -h koz felbontasaval

Hiba:

A munkadarab valos
alakja eltér a geometriai
hengertél, példaul hordos

Hibak: billenési hiba,
osztas hibak

Modszer: 6sszehasonlito

Hiba: toloméroé esetében
osszehasonlité6 modszer-
rel mériink, de az Abbe-elv
nem teljesiil, azaz a mé-
rendé hosszusag és a
mérce nem esnek egy
egyenesbe

Mérés koriillményei

Hiba: forgacsolo megmunkalas
utan koézvetleniil torténik a me-
rés, a munkadarab homérséklete
az eléirtnal magasabb

Méro személy

Hiba: figyelmetlenségbél adodo
leolvasdasi hiba

2.3. tablazat. A mérési hibak attekintése

2.3.2 A hibak megjelenitési formai

Elézetesen le kell szdgezni, hogy a matematikai Giton becstilheté hiba fogalma
alatt kétféle hibat értenek a méréstechnikaban. Az egyik hiba a muszer, méréeszkoz
hibaja, a masik a mérés, mint munkafolyamat hibaja. Ez utobbi természetesen egyebek

kozott a miiszerhibakat is magaba foglalja, amint azt 2. fejezetben, a meghatarozasok

kozott leirtuk.

A hiba és a mért mennyiség kapcsolatanak megjelenitésére az alabbi fogal-

makat hasznaljak:

abszolut hiba H

relativ hiba H A =

absz T
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Fontos megjegyezni, hogy a valodi érték, és ennek folytan az abszolut hiba sem
ismert. A 4. fejezetben leirt modszerekkel becslés adhato arra, hogy a mért érték és az
ismeretlen (a valésagban soha meg nem ismerhetd) valodi (“pontos”) érték eltérése a
hibakorlat adott P valoszintiségi szinten:

x-x,/<H

A mérési munkafolyamat jellemzésére példaul szokasos a redukalt hiba

megadasa is, de ebben az esetben a vonatkoztatasi mennyiség a meérési tartomany

(Xmax - Xmin). A redukalt hiba tébbnyire kisebb lesz, mint a relativ hiba:

redukalt hiba H. =% .100%
X —X

Annak eldontése, hogy a mérés jellemzésére melyik hiba tipus megadasa cél-
szery, altalaban az abszolut mérési hiba nagysagatol fligg, amint ezt az alabbi abra

szemlélteti [2.6]:

Habsz
<— Habsz = Hrel "X
Habsz = Hred ’ Xmax
X >
A B Xmax
"A" tartomanyban: H__, vagy X, "B" tartomanyban: H_

2.3. abra. A mérési hibak célszerli megadasa a mért mennyiség

nagysaganak figyelembevételével

A gyakorlatban a miiszerhibakat, a mérdeszk6zok hibakorldtokat tobbféle
modon koézoélhetik a felhasznaloval hogy a mérési eredményben a rendszeres hiba
feltiintethetd legyen. A becsiilt rendszeres hiba (-1)-szeres szorzata a korrekcio, amit

a korrigalatlan mérési eredményhez algebrailag hozza kell adni.
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A pontossagi osztalyt az abszolut hibanak és a muszer végkitérésének felhasz-
nalasaval szamitjak ki, és gyakran feltiintetik a méréeszko6zokoén (elektromechanikus
muszerek).

X—X,
X

max

Pontossagi osztaly PO = {i Havg -100}% = {i
X

~100} %

Az eszkoz jelleggdérbéjében talalhato legnagyobb abszolut hibat (ez a kalibrdlds
soran meghatdrozott rendszeres hiba korlat) a méreési tartomany (skala) maximalis ér-
tekére vonatkoztatjak, mikézben bizonyos egyéb paraméterek értékét és a meérés ko-
rilményeit rogzitik. A kuldnféle zavarasok, igy pl. az eléirt hdmeérséklettdl valo eltérés,
vagy a magneses terek a pontossagi osztalyban megadott értékeket lényegesen befo-
lyasolhatjak [2.8].

Meéréeszkozok adatlapjain, vagy a muszerkényvben a hiba megadasa pontossagi
osztaly, abszolut hiba, relativ hiba formajaban fordul el6. Gépészeti mérdeszkozoknél
gyakori a relativ hiba alkalmazasa a rendszeres hiba kiszamitasahoz, példaul a mért
mennyiség x figgvényében, valamint a legkisebb skalaérték (S) bizonytalansagként

valo megjelenitésével az alabbi formaban:
X * L S (2.1)
2

A meéréeszkdzok statikus és dinamikus tulajdonsagaival foglalkozo fejezetben
(2.4.) megjelenik a mérdeszkozok idotdl és frekvenciatol valo fliiggése. Az idébeli és
frekvencia tartomanybeli viselkedés bemutatasa e jegyzet kereteit meghaladna, de
annyit sziikkséges megjegyeznlink, hogy a hibak formai megjelenésének csoportjaba
tartoznak az idé6-és frekvencia tartomanybeli hibak, az amplitudo és fazisatvitel
hibaja, valamint a mintavételezési hiba. Az id6 tartomanyban el6fordulo legfon-
tosabb hibakat és fogalmakat a 2.4. és a 7. fejezetben megtalaljuk, ilyenek pl. a di-
namikus hiba, a tranziens hiba, az idéallando, a beallasi idd, a mintavételi hiba, stb. A
gépészetben ugyanis egyarant fontos az idében allando, és idében valtozé6 mennyiségek
meérése. Az idében valtozo mennyiségek méréséhez annyit ezen a helyen meg kell je-

harmonikus jelek szuperpozicidjaként (Ld.: Fourier sor és Fourier transzformacio). A

28



frekvencia tartomanyban megjelené hibak kulénésen fontosak, ilyenek a mérérend-
szerek frekvenciatol fliggd amplitudo atvitele és fazistolasa. Ezeket az atviteli tulaj-
donsagokat abrazoljak a muszer-és méréstechnikaban a Bode diagramon, logaritmi-
kus léptékben. A gépészhallgatok ezzel az abrazolasi moddal az iranyitastechnika té-
makorben talalkoznak.

Befejezéslll néhany, az életbdl vett példan érzékeltetjiik a hibakorlat megada-
sanak miiszergyartok altal alkalmazott formait ugy, hogy koézben alkalmazzuk az
elézéekben ismertetett osztalyozasi fogalmakat. A kévetkezékben bemutatott két mé-
réeszkoz adatlapjan a gyarto feltiintetette a “hibakat”.

Nézzik, milyen hibakroél van sz6?

Eredetiik szerint a kivitelezés hibai kozé soroljuk az alabb megjel6lt két mé-
réeszkoz forma szerint abszolut, vagy relativ, jelleg szerint pedig rendszeres
hibait :

a./ Az els6 példa legyen egy forgatonyomaték mérd (val6jaban csak érzékeld,
vagy jelatvivo, de a gyakorlatban ez az elterjedt megnevezés) tengely, amelyet a H&B cég
gyart, T1 tipusjel alatt. A mliszer adatlapjan - tobbek k6z6tt - az alabbiak olvashaté:

e Muszerallando (érzékenység): 1.5 mV/V

Magyarazat : A nyomaték érzékeld u.n. szenzor egységét 4 db “Wheatston-hidba

kotott nyulasmeéré bélyeg alkotja, ezt teljes hidnak nevezi a szakirodalom. A fenti

muszerallando azt jelenti, hogy 1 V-os hid-tapfesziltség mellett a legkisebb, még
kimutathatoé nyomatékvaltozas 1.5 mV feszultségktilonbséget hoz létre a hidagak
kozo6tti mérépontokon.

e A muszerallando tarése: + 1%

Magyarazat : Ez a tlrés relativ hiba, azt jelenti, hogy a mérépontokon megjelend

feszultség +1.5 uV értékkel térhet el a névleges értéktol.

e Termikus hibak az tizemelési h6mérséklettartomanyban, azaz

10°C és 50°C kozott K-enként:

Muszerallando6 valtozasa a mért értékre vonatkoztatva: +0.1%

Nullpont-eltolodas a névleges muiszerallandora vonatkoztatva: £ 0.05 %
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Mindkét terminus hiba relativ hiba, amelyeknél a gyart6 kozli a vonatkoztatasi értéket

is.

b./ Mas gépészeti mérdeszkodz adatlapjan, pl. a Mitutoyo cég AT 102 tip. “Linear
Scale” optoelektronikus inkrementalis hosszméronél (“ttado”) ezt olvashatjuk:
e Meérési hossz: 0 — 3000 mm
e Pontossag (20 °C-on) : (5 + 5 L/1000) um
Magyarazat : Esetlinkben nyilvanvaléan az abszolut hibarol van sz6. A
pontossag a definicio szerint a mérés eredménye és a valodi (helyes) érték kozotti
egyezés meértéke. Itt "L" az éppen meért, adott hossziisag érték mm-ben. Megje-
gyezzUik, hogy a “pontossag” kifejezés ugyan szabvanyos, de a meéréstechnikaval
foglalkozok altalaban meégis kertuilik a hasznalatat. Helyette a valosagot jobban

tukrozo abszolut, vagy relativ hiba elnevezést alkalmazzak.

2.3.3 A hibak csoportositasa jellegiik szerint

Durva, kiugro hiba
Figyelmetlenségbdl, vagy a meérdeszkdéz hibas mukddésébdl szarmazo hiba.

Eredetét ki kell nyomozni, és az okot lehetdleg meg kell sztiintetni.

Rendszeres hiba

Rendszeres hibanak nevezziik a mérendd mennyiség ismételt mérése soran vagy
allando marad, vagy elére meghatarozhato modon valtozo hibakat. Okai lehetnek
ismertek, vagy ismeretlenek. Ez a hibafajta példaul a mérérendszer tagjainak (mérd-
lanc) mukoédésébdl és a meérési eljarasbol is adodhat. Eldjele és nagysaga az egész

meéréstartomanyban ismert.
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A soron kovetkezd abran 6sszefoglalva, altalanossagban abrazoltuk az elektro-
mechanikus meérdeszkdzokre jellemzé legfontosabb rendszeres hibakat. Ezeket a hi-

bakat a jelleggérbe hibainak is szokas nevezni.

| Meredekségi hiba (erdsitési "drift™) |

| Nullpont hiba (termikus "drift™) |

X Kl
.- 4’—"\| Idealis jelleggirbe
. = X
XBE BE
Linearitasi hiba Hiszterézis hiba
X Kl
Pt . {’_| Idealis jelleggorbe
P ‘¢\| Ideslis jelleggirbe
Aada S Xge Xge
2.4. abra. Rendszeres hibak dsszesitett abrazolasa
Nullpont hiba

Elektromechanikus és elektronikus muszerek esetében a melegedés okozza.
Ezért bekapcsolas utan csak bizonyos id6 elteltével (altalaban 10-20 perc), a termikus

egyensuly kialakulasa utan lehet a méréseket megkezdeni.

Meredekségi hiba

Elektromechanikus és elektronikus muszerek erésitéjének jellegzetes “mere-
dekségi” hibaja. Gondot okozhat, ha az er6sités (meredekség) olyan mértékben meg-
valtozik, hogy nagyobb bemend jelszint esetében - a kivezérlés miatt - a kimendjel

nemlinearisan torzul.
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Lineartidsi hiba

A bemend-és a kimendjel koéz6tt a matematikai 6sszefliggés nem egy allando
értékkel, hanem egy Osszetettebb fliggvény kapcsolattal irhato le. A bemendjel szint-

jétol fiiggd hiba nagysaga kalibralassal meghatarozhato.

Hiszterézis hiba

Elektromechanikus, mechanikus muiszerekre jellemz6, surlodasokbol szarmazo
hiba. Jellemzdje, hogy fokozatos és lassu novelése, illetve csOkkentése eltérd jelleg-
gorbét eredményez. A “visszatérd” ag altalaban az origo felett metszi a kimendjel ten-
gelyét, jelezve a muszerben lezajlott irreverzibilis energia atalakulast. Fontos gya-
korlati tanacs, hogy tapintos, hiszterézises mechanikai (elektromechanikai) mtiszer
esetében a mérétapintét mindig egy iranybdl - azaz a mérendd targytol kissé elemelve —
ovatosan kozelitstk a feltilet felé, azaz mindig “kifelé mozgd” tapintoval mérjunk! Ha a
muszer gyenge Utdgetésre mas és mas értéket mutat, akkor a bizonytalansag okozoja
lehet a tul szoros befogasbol ered6 rendellenes surlodas, esetleg befeszilés, vagy egyéb
hiba.

A rendszeres hibakkal kapcsolatosan, a gyakorlatra alapozva meg kell jegyez-
nunk, hogy ezek a hibak vagy ismertek, tehat szamithatoak, vagy nehezen, esetleg csak
nagy koltséggel meghatarozhatoéak és szamithatéak. Ha ez utébbi esetben ismeret-
lennek feltételezziik, akkor a mérés pontatlansagat névelik. Jogos a kérdés, mit te-

hetiink?

Nem vesszuik figyelembe: » durva hiba keletkezik (1d. 2.5. abra)
Hibakorlattal vesszik figyelembe: » az eredmény pontatlansaga né
Figyelembe vesszik, mint rendszeres P a korrekcio alapja a hiba mérése
hibat:
Kompenzaljuk a hiba altal okozott ha- » a hibanak nincs hatasa az ered-
tast: meényre
Lathato, hogy a feltett kérdésre tobb valasz lehetséges, amelyeknek azonban az

anyagi és muszaki kévetkezményeivel szamolnunk kell.
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Véletlen hiba
Olyan mérési hiba, amelyik a mérend6é mennyiség ismételt mérése soran véletlen

szerten valtozik. A véletlen hiba a 4. fejezetben leirtak értelmében valoszintiségi val-
tozo. A 4. fejezetben bemutatunk olyan modszert, amely segitségével a véletlen hibakra
vonatkoz6 hibakorlatot tudunk meghatarozni.

A hibak jellegének attekinté bemutatasa Frithauf és Krenz [2.6] munkaja
alapjan:

A ddlt betuvel jelzett fogalmak magyardzata a jegyzetben megtaldalhato!
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Durva mérési hiba

Rendszeres hiba

A hiba okok idében és térben véletlenszertien 1épnek

Véletlen hiba

A hiba, és
a
hibao-kozo6
k

Lehet pl. a "kiugré" érték, ezt
gyakran figyelmetlenség okozza,
tehat alapvetéen elkertilhetd, de

ide tartozik a pontatlan modell

miatt keletkezé hiba is

A meérési eljaras és a mérbeszkoz elvi hibai
Elvben meghatarozhato, hatasa kiszamit-
haté és korrigalhaté

Pl.: zajok, surlédasi hibak, koérnyezeti hatasok,

Ismételt mérésekkel felismerhet6, kisztirhetd,

fel

a mérendé mennyiségek valtozasai

jel-lemzése

A rendszeres hibakhoz hasonléan, a

a./ Tobbnyire rendelkezésre allnak a mé-
réeszkoz korrekcios adatai. Ha nem, ak-
kor a hibaterjedés szamitas és kalibra-

statisztikai modszerekkel figyelembe vehet6.

Statisztikai jellemzdk: atlagérték

szoras

~+

+ Kiugro érték «
b

I"

A hiba
megszun-t kiugré érték kizarasaval ci6 szlikséges
etésének b./ Nem meghatarozhaté a hiba mértéke, konfidencia
mobdja ebben az esetben véletlen hibaként kell varhato érték
kezelni hibastatisztika
1 in 4
Példak +

+ + P\ X i

+ o =+
in,n >

i+ /
+

in,n,i

Xbe

Xbe

Xbe,n

2.5. abra. A mérési hibak jelleg szerinti csoportositas
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2.4 Mérodeszkozok statikus és dinamikus tulajdonsagai

A muszaki gyakorlatban - igy a gépiparban alkalmazott mérérendszerek tobbsége
is — energiatarolokat, energia-atalakitokat és kuilonféle un. disszipativ épitéelemet
tartalmaz. Ez azt eredményezi, hogy a teljes rendszer, valamint annak tagjai bemene-
tére adott mérend¢ fizikai mennyiség altal keltett hatas (valasz) késleltetéssel és a
meérérendszerre jellemz6 idébeli lefutassal jelenik meg a kimeneten. Igen csekély azon
eszk6zok szama, amelyek un. aranyos viselkedésuiek, tehat a valaszuk idékésleltetés
nélkuli és a bemend jellel aranyos.

A fentiek miatt tudnunk kell, hogy a dinamikus mérdérendszerek hasznalata
esetén, a helytelentll megvalasztott kalibraciéos technika sulyos hibakhoz vezethet.
Példaul statikus kalibralas soran a valasz-jelszintek leolvasasahoz (regisztralasahoz)

kevesebb id6t hagyunk annal, amit mliszer beallasi ideje megkdvetelne.

2.4.1 A statikus és a dinamikus kalibralas célja

Uj, ismeretlen muiszer hasznalatba vétele el6tt, valamint idészakos bevizsgalasok
alkalmaval sziikség van a mérdeszkdz pontossagi jellemzdinek ellendrzésére [2.5]. A
kalibralas az Uj nemzetkozi eldirasoknak megfeleléen tobb szinten, szigora hierar-
chiaban térténik. A kalibraciohoz hasznalt etalonokat is e szinteknek megfeleléen
csoportositottak. Felulrél lefelé haladva az alabbi kalibracios szinteket és a hozzajuk

rendelt jogositvanyokat mutatja be [2.9]:

o Nemzetkozi szint

o Nemzeti metrologiai intézetek (nalunk OMH)
o Akkreditalt mérélaboratéoriumok

o Hazon beluli (izemi) kalibralas

E fejezetben nem a kalibracios szintekrél, hanem a kalibraciorol, mint 6ssze-

hasonlito tevékenységrél lesz szo.
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A bevizsgalast a statikus bemenet és statikus kimenet kozo6tti kalibraciés figg-
vény meghatarozasara altalaban a statikus kalibralassal kezdik. Vannak a gépészeti
alkalmazasban olyan méréeszkozok, amelyek funkcionalisan statikus miikodésiiek.
Igy példaul rendeltetés-szerti hasznalatnal egy tapintés méréora, egy optiméter, vagy
egy Abbe féle komparator statikus muszernek tekinthetdé, nem beszélve olyan nyil-
vanvalo esetrél, mint a hosszmérés méréhasabokkal, vagy osztasos mércével.

A dinamikus jelenségek persze még a méréhasabok esetében sem elhanyagol-
hatoak. A statikus jellemzéknek tekintett geometriai méretek is megvaltozhatnak
példaul a hémeérséklet hatasara. Ezért a termikus eredetu hibak kiktiszébolésére - a
klimatizalt mérélaborban, a mérés megkezdése el6tt - a méréhasabokat a mérendé
munkadarabbal egyttt olyan allando hémeérsékletti helyre teszik (pl. granit lap), ahol
bizonyos id6 eltelte utan beall az allandosult (stacionarius) allapot. Precizids hosz-
szusag méréseket csak stabilizalt, szabvanyos hémeérsékleten, eléirt nyomas és para-
tartalom mellett lehet elvégezni.

A gépészet tertiletén a statikus méréeszk6zok mellett azonban elengedhetetlentil
fontosak a dinamikus mérdéeszk6zok, amelyek idében valtozé mennyiségek mérésére
alkalmasak.

A dinamikus kalibralas célja annak eldontése, hogy a méréeszkoz rendszama,
idéallandoéi, frekvencia menete, alsé és fels6 hatarfrekvenciaja, rezonancia frekvenci-
aja, stb. valoban egyeznek-e a feltételezett értékekkel, illetve ezek egyeznek-e az
adatlapon megadott értékekkel?

Egy muszaki rendszer rendszama a dinamikus mukodését leir6 matematikai
modell, a differencialegyenlet rendszamaval, valamint ezzel 6sszefliggésben, a frek-
vencia atviteli figgvény nevezéjében a Laplace-operator (s) fokszamaval egyezik meg. A
rendszam a muszaki rendszerben talalhato fliggetlen energia tarolok szamaval egyezik

meg.
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2.4.2 Statikus kalibralas, a jelleggorbe felvétele

A kalibralas soran egy ismert jelleggorbéjii méroeszkoz kimeneti jeleivel,
vagy etalon(ok) értékével hasonlitjuk Ossze valamely ismeretlen eszk6z kimenoé
Jjeleit. Altalanos szabaly, hogy a kalibralé eszkéz ismert mérési bizonytalansagainak
ereddje (hibaja) kisebb legyen a kalibralando eszkoéz becstult hibajanal.

A jelleggorbe felvételével kapcsolatos dinamikai problémakat egy kénnyen
elképzelhet6 elsérendil (egyetlen energiatarolot tartalmazd) méréérzékelé példajan
szemléltetjuk.

Feladatunk egy termoelemet, mint érzékel6t (szenzort) tartalmazoé ipari hémeérd
(jelatvivé egység) kalibralasanak egyszerti eszkozokkel torténd elvégzése. A késébbi-
ekben abran szemléltetjik, hogy a szenzor bemené mennyiségének ugrasszerti valto-
zasa elsérendl muiszer esetében milyen kimenetet eredményez, azaz a valasz mennyire
tér el az idealistol? A méréstechnikaban ezt a jelenséget a dinamikus és a tranziens
hiba fogalmaval jellemzik.

A statikus kalibralas soran a bemend jelet elére megtervezett 1€pésekkel, foko-
zatosan valtoztatjuk, és leolvassuk, vagy regisztraljuk a vizsgalt eszkéz valaszat, a
statikus allapot kialakulasat kévetéen.

A statikus kalibralas jellemzé bemend jele tehat az ugrdsszerti bemenet. Ezen
idofiiggo gerjesztést “egységugras fiiggvénynek” nevezik, jelolése és abrazolasa a

kovetkez6:

PO o))

2.6. abra. Egységugras fuggvény jel6lése és abarolasa

Az egységugrasra adott rendszervalasz, az atmeneti fiiggvény, a rendszer
dinamikus tulajdonsagairol (pl: energiatarolok szama) sok mindent elarul, de a mu-

szaki gyakorlatban, kulonésen Osszetettebb, vagy aktiv rendszer esetében nem ad
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elegendé informacioét. Ezért, ha lehetséges, mas teszt-fliggvényeket is alkalmaznak. Igy
pl. harmonikus (szinuszos) gerjesztésnél a frekvencia-fliggvényében a bemené és ki-
menod jel amplitudojanak aranyat és a két jel k6zotti fazis ktilénbséget mérik.

Példankban a hémeérséklet jelatvivot a kovetkezé modon kalibralhatjuk: Az
eszkozt ismert hémeérsékleti folyadékokat tartalmazo tartalyokba meritjik be, ugy
hogy sorrendben ezek hémeérséklete névekvd tendenciat mutasson. A bemenet tehat
egységugras fliggvények sorozata. A jelatvivd "valaszat", az egyes hémeérsékleti lép-
cs6khoz tartozo villamos kimend fesziiltséget, csak az allandosult allapot beallta utan
szabad leolvasni, mert ellenkez6 esetben jelentés mértékl tranziens hiba keletkezhet.

Nézzik tehat, hogy a jelatvivé (szenzor) kimenetén hogyan valtozik a villamos
fesziltség (termo-fesziiltség) mikoézben a jelatvivét sorban egymas utan kilénbézé,
egyre ndovekvd hémérseéklettl kozeggel megtoltott tartalyba meritjuk?

A kalibracio soran a bemenet (gerjesztés) idéfiggvénye k1(t) figgvények egymas

utan kovetkezd, és egymasra épuilé, monoton névekvé sorozata.

I s

T>Tbeé 1

o

T 2T 3t

2.7. abra. A bemenet kalibracios lépései az id6 figgvényében

jelvezetekek

e

a(l) —— M_. %)

| \

fémburkolat termoelem

2.8. abra. A termo-elektromos héméré tdmbvazlatos modellje
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A tranziens és dinamikus hibak a kalibracio soran megengedhetetlenek. Ezért az
egyes bementi valtozasok idétartama hosszabb kell legyen, mint a muszer beallasi
ideje!

A bemeneti jelsorozatbol a hémérséklet egyetlen ugrasszerti valtozasra adott
ugras-valaszt, azaz egy atmeneti figgvényt szemléltet a kévetkezé abra, amelyen egy

T

hémeérsékletti folyadékba térténé bemerités soran kapott kimeneti villamos fe-

szlltség lefolyasa lathato. Fontos tudni, hogy az atmeneti figgvény felvétele tulaj-
donképpen a dinamikus kalibralas témakorébe is beletartozik. A statikus kalibralas
soran csak az allandoésult allapot érdekes szamunkra, hiszen itt térténik az értékek
leolvasasa. Az atmeneti fliggvénybdl azonban az elsérendu rendszer idéallandéjat is
meg lehet megallapitani. Ennek az iddéallandonak a reciprok értéke adja azt a kor-
frekvenciat, amelyet “letérési, vagy sarok-koérfrekvencianak” nevez a szakirodalom.
Harmonikus gerjesztés esetében ezen a koérfrekvencian a kimené jel amplitudoja mar
csak mintegy 70 % -a a bemend jel amplitidojanak. A harmonikus gerjesztés emlitése
azért fontos, mert csaknem minden muszaki szempontbol 1ényeges gerjesztd jel ren-
delkezik harmonikus 6sszetevébdl allo frekvencia spektrummal, amelyet természete-

sen megfelel6 hibaszamitas mellett “feltilrél” korlatozunk.

Az atmeneti fiiggvényben alkalmazott jelolések és fogalmak:

U, n-ik helyes érték

U, n-ik meért (kijelzett) allandosult értéek

Toean A jelatvivé tag "beallasi ideje". Az az id6, amely ahhoz sziikséges, hogy a
kimendjel az allandosult értékének 95% -at elérje. Ez a "tranziens sza-
kasz" vége.

T A muszer "id6allandéja". Az az id6, amely az allandosult kimenet

(1-1/e)-ad részének, azaz 0.632-szeresének eléréséhez szuikséges.
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nv

A

h

u(t)

Statikus hiba (idében dllando)

0.95-U

0632-U,

U(t)=Un(1—e_;j

Tranziens hib
(idében valtozo é

|
rtékii)

Elsérendti miiszer idébeli
valasza az egységugras
gerjesztésre

Tbeé Il

2.9. abra. A kimenet valaszfliggvénye (itt atmeneti fliggvény) egyetlen “bemerités”

utan

Meéreési hibak a kalibralas soran:

H

stat

Statikus hiba az n-ik mérésnél:
=U n— U nv
Tranziens hiba a t, iddpillanatban:

Hipane(ti)=U, - U (1)

(2.2)

(2.3)

Azt az id6tartamot, amely a bemenetre adott ugrasfliggvény bekapcsolasatol

addig az iddépontig tart, amig a kimeneten a pillanatnyi jelszint és az allandosult al-

lapothoz tartozo jelszint koézotti szazalékos eltérés egy megadott hataron beltilre nem

kertl (pl.: 1%, 5%), nevezik a muszer beallasi idejének.
Fontos kiegészités, hogy lengé jellegh muiszervalasz (pl.:

esetében a kimeneti jel lecseng6 szakaszara vonatkozik az el6bbi megallapitas.

masodrendll rendszer)

Lathato, hogy a statikus kalibralasi muvelet csak akkor lesz megfeleléen kiér-

tékelhetd, ha a mliszer szamara, “elegendd” idét biztositunk ahhoz, hogy az allan-

40



dosult allapotot elérhesse. Ezért a kalibracios fuggvény felvételét csak allandosult
allapotban nyert értékekkel végezhetjuk. A “figgvény, vagy gorbe” kifejezések azért
hasznalatosak, mert a munka soran nyert érték parok kézoétt nem feltétlenil linearis a
kapcsolat.

Célszerti elézetes probakat végezni, majd a kalibracios szinteket ennek alapjan
felvenni. Az egyes bemeneti szintekhez tartozé méréseket egymas utan tébbszor meg-
ismeételjuik (a gyakorlatban ez minimalisan 5 mérést jelent minden pontban), majd az
egyes bemeneti szintekhez tartozo valaszok (statikus jelszintek) atlagat képezziik. Az
igy kapott érték parokat felhasznalva, meghatarozhatjuk a kalibracios fliggvény koze-

lit6 egyenletét.

2.4.3 Dinamikus és tranziens jelenségek

Ha egy méréeszkéz dinamikus tulajdonsagaira vagyunk kivancsiak (pl.: idéal-
landdk, rezonancia frekvencia, hatarfrekvencidk, stb.), akkor a un. dinamikus ka-
libralast hajtunk végre. Ilyenkor az egységugras bemenetre adott teljes idébeli
valaszt elemezztk. A dinamikus kalibralas egyik célja, az idéallandok és ezzel egytitt a
frekvencia atviteli tulajdonsagok meghatarozasa azonban komoly rendszertechnikai
apparatust igényel. Példaként emlitjik, hogy a muszerjellemzék mérési adatokbol
grafikus eljarassal torténé meghatarozasa meghaladja e jegyzet kereteit, ezért itt csak
utalunk a megfelelé szakirodalomra [2.5].

Ezen a helyen a dinamikus tulajdonsagok kézul csupan azokat vizsgaljuk rész-
letesen, amelyek a statikus jelleggérbe felvétele soran a mérés eredményét befolya-
soljak.

Fontos azonban tisztaban lenni azzal, hogy a példaban bemutatott ,T” idéallando
reciprok értéke is fontos muszerjellemz6: 1/T=ws . Az ®s sarokkorfrekvencia (vagy le-
torési korfrekvencia) az a pont, amelynél a miszer harmonikus jelatvitelének értéke
Xki/Xpe=0.7, logaritmikus léptékben -3dB. E kérfrekvencianal nagyobb értékeknél a

kimendjel a korfrekvencia minden megtizszerez6désére a tizedére csbékken
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(-20dB/dekad). A gyakorlatban az elsérendli mlszer aranyos (hibatlan) frekvencia at-
viteli tartomanya Os<w<wr . A fels6 hatar(koér)frekvencian az amplitudé atvitel hibaja

maximum 1% lehet. Ez az arany, tehat &(m) =0.99 a muszertechnikaban szokasos
be

modon, dB-ben kifejezve 20Ig%(oa) =0.1dB értéket jelent.
be

Lattuk az €l6z6 fejezetben, hogy a dinamikus valasz elsé szakasza a tranziens
hibaval terhelt. Ezt a hibat az allandosult allapotbeli jelszinthez viszonyitjuk, ami
természetesen lehet idében valtozo is. A kévetkezd abran lathato, hogy a muiszer al-
landoésult allapotban allandé érték(i hibaval kéveti az idében valtozé bemenetet, ez a
dinamikus hiba. Ha azonban a bemenet ugrasszertien valtozik, akkor egy atmeneti
idészakban a hiba értéke valtozo lesz. A muszer belsd felépitésére jellemz6 tranziens
(atmeneti jellegtl) hiba bizonyos id6 elteltével megsziinik “lecseng”. A tranziens folya-

mat jellegét a mszer dinamikai tulajdonsagai hatarozzak meg.

Xpe(t) Tranziens hiba
Xt : .
Elsé ' - L= L\\ . . )
allandésult - Dinamikus hiba
. ' -’
dllapot & ¢ Misodik dllandésult

/ allapot

1
'
".( Tranziens
' szakasz
< >
|
[]
1

Dinamikus hiba

2. 10. abra. Az allandoésult allapot és a tranziens folyamat szemléltetése

Lattuk, hogy a bemeneti valtozast a rendszer (muiszer) csak az energiataroloitol
figgd keésleltetéssel, azaz dinamikus hibaval képes koévetni. A dinamikus hiba meg-
hatarozasahoz értelmezni kell a dinamikailag hibamentes mtkodést és az ehhez tar-

tozo be-és kimeneti értékeket. Egy mérémuszer akkor mukoédik idealisan, ha a be-
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menetén megjelend értékeket a statikus érzékenységi tényezével szorzott értéken és
késedelem nélkul (vagy eldirt allando késéssel) jeleniti meg a kimenetén. Az ilyen, un.
etalon kimenet az idealis (valodi) kényszerkimenet.

A dinamikus hiba a szokasos értelmezésti. A késleltetés pozitiv, ha a valasz

idében késébb éri el a valodi értéket.

-_

)

Idealis (valodi) K
kényszerkimenet

Kimenet
dinamikus hibaval

A
\4

2.11. abra. Dinamikus hiba és késleltetés

Helyezzik el a példaban bemutatott termo-elektromos hémeérét lassan névekvo

hémeérsékletu folyadékban.

A kimeneten a villamos feszlltség az abran bemutatott médon fog valtozni.
Tranziens hiba e folyamatban is megjelenik, ugyancsak idében valtoz6 nagysagu.

Dinamikus hiba a t; idépillanatban:

Han(t;) =U(t;) - U, (t;) (2.4)

| Valodi (helyes) kimeneti fiiggvény |

u(t) [ Dinamikushiba | —
- - Atmeneti fiiggvény
| Tranziend hiba | egységsebesség . .
bemenetre 2.12. abra. Elso6-
rendu tag valasza egy-
> ség-sebesség fligg-

vényre
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2.4.4 Erzékenység és kapcsol6dé fogalmak

A kalibracios gérbe meredeksége a muszer egy adott pont kérnyezetében jellemzé
érzékenységének meghatarozasara is alkalmas, ha a kalibracios figgvény derival-
hato:

A kimenet és a hozza tartozo bemenet végtelen kis névekményének a hanyadosa

az érzékenység, jelolésére gyakran az S (Sensitvity) bet(it alkalmazzak.

dx
X(i) > / - /

I/
Ko ] s Y S — dXy,

dXge

dXge

| Megszotalasi kiiszob | X BE(i)

BE(0)

2.13. abra. A kalibracios fuiggvény, érzékenység (felnagyitva), megszolalasi k-

szOb

Nemlinearis kalibracios goérbe esetén a gyarté mellékeli a konkrét eszkdéz méreési
bizonylatat és altalaban a legkisebb érzékenységet tlinteti fel adat-tablazataban, mint
jellemz6t. Az érzékenységet - a méréses eljarason kivil - szamitassal is meg lehet ha-
tarozni, a muszer Y(s) atviteli figgvényébdl.

Tudni kell azonban, hogy a meéréeszkozoket, kiuilldbndsen azokat, amelyekben
surlodas, kotyogas léphet fel, mas parameéterekkel is jellemezni szoktak.

Mechanikus, elektromechanikus muiszereknél kiilonésen fontos a megszolalasi
kiiszob ismerete. A kalibracios gorbe origo kornyezetében lévo tartomanyban, a
bementi jel folyamatos, lassu noévelése mellett azt tapasztalhatjuk, hogy a muszert
kimenetén csak akkor észlelheté valtozas, ha a bemend jel egy meghatarozott Xpex

“kuszobértéket” elért, ezt a bemeneti értéket nevezik megszolalasi kiiszébnek.
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Hasonlo6 jelenség figyelheté meg a kalibracios fliggvény mas tartomanyaban is.

Ha a bemenetet lassan valtoztatjuk, tehat két, mar jol megktilénboztethetd X (I) és
XBE(j) pont kozott eltelt idé6 meghatarozasanal figyelembe vettiik a muiszer beallasi

idejét (Id.: 2.9. abra), akkor az érzéketlenségi kiiszob, vagy feloldas értékét tudjuk
megallapitani.

Ha tehat a bemenet lassu valtoztatasa (névelése) eredményeként kapott gérbét
megfeleléen kinagyitjuk, akkor surlodassal rendelkez6 eszkdzékben a kimenet ugras-
szeru valtozasat tapasztalhatjuk. Azt a bemeneti értéket, amelynél a kimenet valtozasa
éppen mar megjelenik, feloldasnak nevezzuk.

Ez az érték a teljes mérési tartomanyban nem szikségképpen allando, de a
muszergyartok a kalibracios figgvény mentén meérheté legnagyobb feloldast (legna-
gyobb érzékenységi kiisz6bot, vagyis érzéketlenségi tartomanyt) szoktak az adatlapo-
kon feltiintetni. A jelenség nyilvanvaléan mérési hibat okoz, ezért a skala felbontasa és
a feloldas ko6zo6tti kapcsolatra még visszatériink.

Nyilvanvalo, hogy az elsérendli muszerként bemutatott héelektromos rendszer
rendelkezhet megszolalasi ktiszébbel, de ra nem lesz jellemzé a feloldas olyan meér-
téekben, mint példaul egy mérdora, vagy egy tapintos induktiv titado esetében. Az alabbi

abra a feloldast szemlélteti (felnagyitott kép):

A XK|
Xy ( J) PV ~ | Elméleti kalibracids gorbe
Y
. 7’
X (') F— ] Feloldas, mas néven érzékenységi kiiszob,
/ vagy érzéketlenségi tartomany
/
- - X
Xge (') XBE(J) B

2.14. abra. A feloldas szemléltetése. A nyillal jelzett it a muszer valos mukodését
mutatja két mérési pont kézott

A muszer (mérdlanc) kimenetén megjelenitett, egymastol egyértelmtien megkui-
l16nboztethet6 jelzések lehetséges legkisebb kullonbsége a felbontas. Természetes el-

varas a meérdeszkozokkel szemben, hogy a kalibracios goérbe teljes tartomanyara vo-
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natkozoan, a legnagyobb érzéketlenségi kiiszobérték kisebb legyen a felbontasnal, azaz

a kijelzés (analog, digitalis) legkisebb értékénél.

| Felbontas: A miiszer-skila legkisebb osztaskoze |

|A miiszer feloldasa |

2.15. abra. A feloldas és a felbontas viszonya

A 2. fejezet irodalma:
[2.1] Schnell L.(szerk.): Jelek és rendszerek méréstechnikaja.
Muszaki Konyvkiado, Budapest, 1985.
[2.2] Beledi D. (szerk.) Bevezetés az altalanos metrologiaba
Orszagos Méréstigyi Hivatal kiadvanya, Budapest, 1988.
[2.3] Hoffmann, K.: Az ipari méréstechnika
Mtuszaki Konyvkiado, Budapest, 1982.
[2.4] Lukacs Gy.: Meéréstechnikai kézikonyv
Mtuszaki Konyvkiado, Budapest, 1963.
[2.5] Petrik O.: Finommechanika
Muszaki Kényvkiado, Budapest, 1974.
[2.6] Fruhauf, U.: Mefstechnik (Lehrbrief), Modernes Studieren GmbH
Hamburg - Dresden, 1998.
[2.7] Sydenham, P.H.: Handbook of Measurement Science
J. Wiley & Sons, Chichester, 1983.
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Massachusetts Inst. of Technology, 1972.
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Nemzetkdzi Metrologiai Ertelmezé Szotar, 1996.
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3. VALOSZINUSEGSZAMITASI MODSZEREK

Ebben a fejezetben 6sszefoglaljuk azokat a valoszinUségszamitasi
modszereket, amelyeket a méréskiértékelés soran hasznalni fogunk. A
valoszinlUiségszamitas fogalmait mérnoki szemszogbdél mutatjuk be. Ez a
targyalasmod szemléletes, de a matematikai definiciok pontossagat nem
helyettesiti. A felhasznalt allitasokat, tételeket sem bizonyitjuk szigoru
matematikai eszkézokkel, sok esetben beérjik szemléletes, de pontatlan
meérnodki igazolasokkal. A pontos megfogalmazasok tekintetében a bésé-
ges magyarnyelvll szakirodalomra utalunk. (Rényi [3.1], Prékopa [3.2],
Monostory [3.3])

Ez a targyalasmod lehetéséget ad arra, hogy a mérndkhallgatok ugy
ismerjék meg a korabban megszokott, determinisztikus szemlélett6l
alapvetéen eltérd valoszinliségszamitasi gondolatmenetet, hogy azonnal
kézzelfoghato alkalmazast és eredményes problémamegoldé modszereket
is lassanak.

Remeéljuk, hogy amikor a valoszinliségszamitas elvont fogalmainak
szigoru, axiomatikusan megalapozott targyalasa a matematika targy
keretén belul sorra kertil, akkor mar azok nem lesznek teljesen idegenek

és eredményes mérndki modszerekhez tudjak koétni azokat.

3.1 Alapfogalmak

Véletlen eseménvek

Azokat a jelenségeket, ahol a vizsgalat soran tekintetbe vett korul-
meények nem hatarozzak meg egyértelmiien a jelenség lefolyasat (a ki-
sérlet kimenetelét), véletlen jelenségeknek (vagy véletlen eseménynek)
nevezzik. Tipikus véletlen jelenség a ktilonb6z6 szerencsejatékok kime-

netele. A muszaki gyakorlat sok eseménye is ilyen, hiszen ugy is defini-
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alhatunk egy eseményt, hogy rogzitlink egy intervallumot és megfigyel-
juk, hogy a szamunkra érdekes valtozo (atmérd, témeg, élettartam, stb.)
beleesik-e. E valtozot méréssel hatarozzuk meg, a mérési eredmények
mindig mutatnak egy kis véletlenszer(i ingadozast. Igy a rogzitett inter-
vallumba esés ténye is véletlenszer(i.

Gvakorisag, relativ gvakorisag, valoszinliség.

Rogzitstink egy szamunkra érdekes eseményt, és figyeljiik meg, hogy
a jelenség (kisérlet) n alkalommal torténé megismétlése soran ez az
esemény hany alkalommal kévetkezik be. Az eredmény bekovetkezésének
k szamat az esemény gyakorisaganak, a k/n hanyadost relativ gyako-
risagnak nevezzik. Tegyuk fel, hogy a kisérletet (jelenséget) tetszélegesen
sokszor meg tudjuk ismételni, és az n kisérletszam névekedésével a k/n
relativ gyakorisag egy bizonyos stabilitast mutat: csak kevéssé ingadozik
egy allando (atlagos) érték korul. Ezt az allando értéket nevezziik az

esemény valoszinliségének. Jeldljuk a kivalasztott eseményt A-val, ekkor

a
PA)=p
jeloli az A esemény p valoszinliségét. E gondolatmentet kovetkezménye, hogy
O<p<l (3.1)

A biztosan bekovetkezo esemény valoszintsége 1, a lehetetlen ese-
ményé pedig 0. A valdszinlUség fogalmanak axiomatikus bevezetését a
Matematika targy kérében fogjak megismerni, és megjegyezzik, hogy a
(3.1) osszefiiggésen kivil még tovabbi axiomakat is ki kell mondani a

targykor ellentmondasmentes felépitéséhez.

Valoszinuiségi valtozo.

Az olyan mennyiségeket, amelyeknek az értékét nem hatarozzak
meg egyértelmiien a tekintetbe vett kértilmények, hanem véletlen jellegi
ingadozasokat mutat, valoszinliségi valtozoknak nevezziik. Kézismerten
ilyen valtozo valamely szerencsejaték végeredménye, de a muszaki gya-

korlat sok valtozodja is ilyen tulajdonsagu. Példaul egy témeggyartasbol
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kiemelt alkatrész barmely mérete, tomege, anyagtulajdonsaga, de a té-
mank szempontjabol fontos valtozo: a mérési eredmény is ilyen. A valo-
szinUségi valtozokat altalaban géroég bettivel jeloljuk.

A valoszinuségi valtozo értékére vonatkozo feltételekkel, megkote-
sekkel véletlen eseményeket tudunk meghatarozni. A tovabbi targyala-
sunkban beszélni fogunk olyan A eseményrél, ahol a & valoszinuségi
valtozo kisebb mint egy rogzitett x érték: Ax =(é< x), vagy a & valtozo egy
adott [a, b/ intervallumba esik: Aw = (a <& <b). Ezekben az esetekben
eseményeket hataroztunk meg valoszinlségi valtozo (véletlen szamérté-
kek) segitségével. A valoszinUiségi valtozo és a véletlen események kap-

csolata forditva is elképzelhetd.

Eloszlasfiiggvény

Legyen £egy valoszinuiségi valtozo, legyen x egy tetszdleges rogzitett

érték, és vizsgaljuk az Ax= (£< x) esemény P (£< x) valoszinUiségét. A
P (< x)=F (x) (3.2)
egyenldséggel azt fejezztik ki, hogy a kérdéses valoszinuség fligg x érté-
kétél. Mas szoval minden x-hez tartozik az F(x) valoszintiség, a & valtozo
F(x) valoszintiséggel vesz fel x-nél kisebb értéket. A (3.2) dsszefiiggéssel
definialt F(x) figgvényt nevezzik a & valtozo eloszlas fiiggvényének. E

fuggvény tulajdonsagai

F(x) - 0 ha x—> -
F(x) » 1 ha x>
F(x;1)sF(x2) ha xi<x (3.3))

Egy folytonos eloszlasfliggvény grafikonja a 3.1. abran lathato. Az
eloszlasfiggvény segitségével az (a,b) intervallumba esés valoszintsége
igy irhato:

Pla<é<b)=F(b)-F (a) (3.4)

Struségfliggvény
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A tovabbiakban csak differencialhato eloszlasfiiggvényekkel fog-
lalkozunk. Ha az eloszlasfiiggvényt differencialjuk, akkor az

f(x):ddxF(x) (3. 9)

fuggvényt stiriiségfiiggvénynek nevezzik. Az eloszlasfiggvény (3.3) jelt
tulajdonsagabol kévetkezik, hogy

f(x)=0
A (3. 4) 6sszefliggés az f{x) suruseégfiiggvénnyel igy fejezheto ki:

F(b) - F(a) :T f (x)dx (3. 6)

Vagyis a stiruségfliiggvény alatti (a,b) intervallumhoz tartozo tertilet
aranyos a valoszinuségi valtozo (a,b) intervallumba esésének valoszint-

ségével.

Varhato érték

Ha ismerjik a & valészinUiségi valtozo eloszlas- vagy sUruségfiigg-
vényét, akkor a valdszinuségi valtozoval kapcsolatos minden kérdésre
valaszt adhatunk. Vannak olyan esetek, amikor nem kell kimeritéen
jellemezni a valoszinliségi valtozot, elegendd, ha meg tudjuk mondani azt
a “kozépértéket”, ami korul a valtozé ingadozik, és jellemezni tudjuk a
valtozo ingadozasat.

A “kozépérték” pontos megfogalmazasa a varhaté érték. A £ valo-

szinUségi valtozo M(&) varhato értékét az
M (&) :jxf (x) dx (3. 7)

O0sszefliggés hatarozza meg.

Az alabbi gondolatmenet hozzasegit ahhoz, hogy megértstik azt,
hogy mit jelent a (3. 7) improprius integral. A & valoszinUségi valtozora
vonatkozo megfigyelések legyenek a &;, &,...,&n értékek. Szamitsuk ki a

megfigyelések & atlagat:
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n

EZ ‘§j

S |-

=

A megfigyelés sorozat elemei a [Emin, {max/ intervallumba tartoznak.
E befoglalo intervallumot bontsuk fel Ax;, Axz, ..., Axk K darab (diszjunkt)
részintervallumra. Szamoljuk meg, hogy az egyes részintervallumba hany
megfigyelés esik. A részintervallumba esés gyakorisagat jelolje a vi, vo,...,
vk szamsorozat. Az egyes részintervallumok kézépsé értékeét jeldlje xi, xo,

..., xx. Ezekkel a jelolésekkel a & atlag kozelitoleg kiszamithato:

¢

1

S | =

Z VieX

K
k=1

Az 6sszefliggés tovabb alakithato:

¢

I

K

2 % .

k=1 n

Az Osszefiiggésben szerepld vk/n relativ gyakorisag kozelitheté az

flx) surtuségfliggvény Axx intervallumhoz tartozoé teriletével:
- K
= Zxk Sl ) Axy, (3. 8)
k=1

Ha finomitjuk a Axx részintervallumokat és K — o, akkor a (3.8)

0sszeg az

0

j Xf(x)dx

kifejezéshez tart, amelyik kifejezés a valoszintiségi valtozo varhato értéket
adja. Ez a gondolatmenet érthetdévé teszi szamunkra a (3. 7) improprius
integralt, mert azt mondja, hogy a (3.7) 6sszefliggéssel definialt varhato
érték egy bizonyos fajta hatarértéke az atlagnak. Azt nem mondhatjuk,
hogy az atlag n névelése esetén tart a varhato értékhez (a sz6 analizisbeli
értelmében), de a késdbbiekben idézett nagy szamok térvénye ponto-
sabban bemutatja az atlag és a varhato érték kapcsolatat.

Nem bizonyitjuk csak kijelentjik és hasznaljuk, hogy a varhato

erték szamitasa linearis muvelet. E kijelentés alatt azt értjik, hogy haa &
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valoszinlségi valtozé varhatoé értéke M(() valamint a, és b allandoéak,
akkor
M (aé+b)=a M) +b (3.9)
A (3. 9) egyenlet elfogadasat segiti (nem bizonyitja), ha belatjuk
hogy atlagokra igaz. Legyen a megfigyelés sorozat eredménye a &;, &...&
értékek. Minden & értékbdl szamitsuk ki az 7; értéket:
n =adé +b, i=12..... n
és szamitsuk ki az 7; értékek 7 atlagat:
1 1 & _
77:; Zﬂi=;Z(Cl§i+b)=a§+b (310)
i=1 i=1
A (3.10) egyenléség utolsé sora éppen azt mondja ki az atlagokra,

mint a (3.9) egyenlet a varhato értékekre.

A szoras

A varhato érték bevezetésével részlegesen jellemeztiik a valdszinu-
ségi valtozot, mert megadtuk azt az értéket, amely korul ingadozik. A
tovabbiakban az ingadozas mértékszamat mutatjuk be.

Egy ¢ valoszinUségi valtozo D2?(f) szorasnégyzetét a (3.11) Ossze-
figgés definialja:

D) =M [(&-M(&)’] (3.11)

Szavakba foglalva azt mondjuk, hogy a § valoszinuségi valtozo és az
M({) varhato érték kulonbségét négyzetre emeljik, és ennek a mennyi-
ségnek tekintjuk a varhato értékét (négyzetes-atlagos eltérés). A szoras
létezéséhez sziikséges €s elegendd feltétel, hogy a ¢ valoszinuiségi valtozo
M(¢) varhato értéke létezzen. A (3.11) szorasnégyzet pozitiv négyzetgyoke a
D(¢) szoras.

A szorasnégyzet fogalmat szemléletessé teszi, ha megmutatjuk, hogy
a {valtozora vett &1, &2, ... & minta (mérési eredmény) segitségével hogyan
kozelithetjiuk meg a D?(¢) szorasnégyzetet. A mintabodl szamolt becslést

tapasztalati szorasnégyzetnek hivjuk és sg? -vel jeloljuk:
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= Z & -8y (3.12)

A tapasztalati szorasnégyzet csak n— o esetén ad torzitatlan becslést.
Véges mintaszam esetén a (3.13) Osszefliggés szerinti korrigalt ta-
pasztalati szérasnégyzet hasznalataval kapunk torzitatlan becslést. Ha
a megfigyelések szama (n) “elég nagy”, akkor a korrigalt tapasztalati
szorasnégyzet “nincs messze” a D?(¢) szorasnégyzettol.

s Y-y 3.13)

n-1 43

A szoras tulajdonsagai koézul bemutatunk néhanyat. A (3.11) 6sszeflig-

gésbdl kovetkezik, hogy a szoras nulla vagy pozitiv szam:

D) =2 0
Ha a (3.11) 6sszefliggés szogletes zarojelében 1évé négyzetre emelést el-
végezzUk, majd kihasznaljuk a a varhato érték linearitasat, azt kapjuk,

hogy

D*(&) =M (&%) -M?*(&) (3.14)
Legyen ¢ szorasnégyzete D2(¢) és a és b allando értékek. Ekkor
D?*(a £+b)=a’D?(¢&) (3.15)

Ez az 6sszefliggés belathato, ha az n=a& + b valosziniségi valtozora
alkalmazzuk a (3.11) definiciot. Egy masik — késébb felhasznalandé —
tulajdonsag a fuaggetlen &;, &,..., & valoszinuségi valtozok 6sszegének

szorasnégyzetére vonatkozik:

D2(§1 +§2---+§n) :D2(§1)+D2(§2)+---+D2(§n) (3- 16)

3.2 Nevezetes eloszlasok
E fejezetrészben csak azt a néhany eloszlast emlitjik meg, amelyet

ebben a kényvben hasznaltunk. Bévebb attekintés érdekében utalunk

Rényi [3.1] és Prékopa [3.2] kényveire.
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Binomialis eloszlas

Tekintstink egy olyan kisérletet, amelynek két lehetséges kimenetele
van (A és B). Végezzlik el a kisérletet n alkalommal. Legyen { azon ki-
sérletek szama, ahol A koévetkezett be. A £ valtozo binomialis eloszlast
kovet, az A esemény valoszinUtiségét jeldlje p. Annak a valészintsége, hogy

n kisérletbdl az A esemény éppen k alkalommal kévetkezik be:

P(§=k)=@ p - p)"
(3.17)

A binomialis eloszlas varhato értéke és szorasa:

M@ =np és D?2()=np(lp) (3. 18)

Normalis eloszlas

Egy valoszinUségi valtozot normalis eloszlasunak neveziink, ha
suruségfliiggvénye alabbi alaku:

(x-m)’

- 202

e , —o<x<© (3.19)

1
S(x)= ﬁ
Ebben az 06sszefliggésben szereplé m paraméter a valoszinuségi
valtozo varhato értéke, o pedig a szorasa. A & € N(m, o) jeloléssel azt fe-
jezzuk ki, hogy a ¢ valészinUségi valtozé m varhato értékli o szorasu
normalis eloszlasu valoszinliségi valtozo. Ha a m = 0 és o = 1, akkor

“standard” normalis eloszlasrol beszéluink, (N(O,1) ), ennek suruség-

figgvénye:

e? (3. 20)

A ¢ (X) és a hozza tartozo

p= [o ()

eloszlasfliggvény tablazatos formaban megtalalhato a fejezet végén,

grafikonjat a 3.1. abran mutatjuk be.

58



0.5

0.4

0.3 o (x) /
0.2

/ \

0.8

0.6

0.4 /
0.2

\\\

3.1. abra. Standard normalis eloszlasu val6szinuségi valtozo strtiség- és

eloszlasfliggvénye.

Student eloszlas

Legyenek &;, &o,..., & és n fliggetlen N(O,1) eloszlasu valoszinliségi val-
tozok. A
ok
JE+E +.. 4+ E

valtozot n szabadsagfoku t- vagy Student eloszlasu valoszinuségi valto-

zonak nevezzuk. E valtozo eloszlasfiiggvényének egy részét, tablazatos

formaban a fejezet végén megadjuk.
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3.3 A nagy szamok torvénye

Az alapfogalmak ko6zott hivatkoztunk arra, hogy sok esetben az
esemény bekovetkezésének relativ gyakorisaga bizonyos stabilitast mu-
tat. A nagy szamok torvényei cimsz0 azokat a matematikai tételeket
foglalja 6ssze, amelyek az ilyen tipusu stabilitasra vonatkoznak.

Bernoulli tétele azt mondja ki, hogy tekintstink egy kisérletet,
amelynek két kimenetele van: A és B. Végezzik el a kisérletet sokszor
egymastol figgetlentl. Jeldlje ¢, az A esemény relativ gyakorisagat n ki-

sérlet soran. Ekkor minden ¢ > 0 -hoz

lim P[ o
n—>0 n

ahol p az A esemény valoszinlisége. Nézzik meg, hogy gyakorlati

—pée‘):l (3.21)

szempontbol mit mond nekiink Bernoulli tétele. A zaréjeles esemény P
valoszinlisége nagy n esetén igen kozel lesz az egyhez. Ekkor a zardjelen

belidl allé esemény gyakorlatilag biztos, igy

vagyis a relativ gyakorisag eltérése az esemény valoszintiségétél gyakor-
latilag tetszoéleges kicsivé tehetdé. A (3.21) egyenlet szabatosan kifejezve
azt mondja, hogy a relativ gyakorisag sztochasztikusan konvergal az
esemeény valoszintiségéhez.

A varhato érték és az atlag kapcsolatara hasonlo tipusu tétel
mondhato ki Legyenek ¢&;, &, ..., & azonos m varhato értékd és szorasu
figgetlen valoszinuségi valtozok. Ekkor

lim P(li;. _m S8J=1
n—> o0 izt
Vagyis “nagy” n esetén az atlag és az m varhato érték eltérése gyakorla-

tilag tetszélegesen kicsivé teheté.
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3.4 A kozponti hatareloszlas-tételek

Ezek a tételek azt fejezik ki, hogy nagyszamu fliggetlen valoszinuségi
valtozo 0Osszege kozelitéleg normalis eloszlasu, feltéve, hogy az O6sszeg
minden egyes tagja (nagy valoszintiséggel) igen kicsiny az egész 6sszeghez
képest.

A kozponti hatareloszlas tétel tipikus alkalmazasaként a meérési
hibakat szoktak emliteni. Egy mérés eredményére altalaban igen sok,
egymastol fliggetlen, apro, zavaro, véletlentdl fliggd tényez6 van hatassal.
E hatasok ereddjekeént alakul ki a mérési hiba. A kézponti hatareloszlas
tételre valo hivatkozassal mondhatjuk, hogy a meérési hibak leggyak-
rabban normalis eloszlast kovetnek.

Nem szabad azt gondolni, hogy minden hatareloszlas normalis ti-
pusu. Ha a hatasok nem 0Osszegezédnek, hanem szorzodnak (mint pl.
torési és apritasi folyamatoknal), akkor az illet6 mennyiség logaritmusa
lesz kozelitéleg normalis eloszlasy, maga a mennyiség U. n. lognormalis
eloszlast kovet.

A kozponti hatareloszlas tételek koztil egy tételt mutatunk be.
Szamos altalanositas megtalalhato a valoszinuségszamitassal foglalkozo,
idézett szakirodalomban.

Legyenek &1, &, ..., {n teljesen flggetlen, egyforma eloszlasu valo-

szinuseégi valtozok, mindegyike m varhato értékkel és o szorassal. Legyen

tovabba
g, =& +& +..+E,
és
oG -M(,)
D(g,,

Jeldlje F (x) a ¢n* valoszinuségi valtozo eloszlasfiiggvényét. Ezekkel a

jelolésekkel a kozponti hatareloszlas tétel azt mondja ki, hogy

limF, (%) =

noe 27z
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Bizonyitas megtalalhato pl. Rényi [3.1] tankényvében.

3.5 Mérési hibak megfogalmazasa valosziniiségszamitasi eszko-
zokkel.

A méreés soran a mérési eredmeény kialakulasara véletlen folyamatok
is hatast gyakorolnak. Még a legegyszeribb esetben is, amikor a mérendd
mennyiség allando és mod nyilik az etalon koézvetlen 6sszehasonlitasara,
a kornyezeti hatasok, a leolvasasi pontatlansagok, stb. miatt azt ta-
pasztaljuk, hogy a mérést azonos kértilmények kéz6tt megismeételve, mas
és mas eredményt kapunk. Ezért a & mérési eredmény valdoszinlségi
valtozo, amely a keresett X “pontos” érték és az ¢ méreési hiba 6sszegeként
allithato el6.

E=X+e¢
Vegyluk mindkét oldal varhato értékét, és azt kapjuk, hogy
ME)=M(X +¢e) =X+ M(¢g) (3.22)

Az & mérési hiba varhato értéke szempontjabol két esetet kulén-
boztethettink meg: ha M(g) = m #0, akkor az m érték olyan hiba, amely
minden meérési eredményt azonos modon terhel (esetiinkben allando
mennyiség). Az ilyen tipusu hibat rendszeres hibanak nevezzik. Az ¢
meérési hiba fennmarado része a

o0 =¢- M(g)
ezt nevezzilk véletlen hibanak. A 6 véletlen hiba varhato értéke nulla,
gyakran mondhatjuk (a kézponti hatareloszlas tételre hivatkozva), hogy
normalis eloszlast kovet, szorasa o:
o eN(0, o)

A meérés soran adodo rendszeres és véletlen hiba mas-mas okokra
vezethetd vissza. Gyakori rendszeres hiba példaul a “nullpont hiba”. Ha
meérésnél hasznalt muiszer skalaja elmozdult, akar hanyszor ismételjuk

meg a meérést, ez az eltolodas minden meérési eredményt azonos modon
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terhel. A mérési eredménybdl csak akkor mutathato ki, ha mas, ponto-
sabb muszerrel végzett mérésekkel hasonlitjuk 6ssze. Ha csak ennek a
nullpont-hibas miiszernek a méreési eredményei allnak rendelkezéstink-
re, ezekbdl az eredményekbdl nem mutathaté ki a hiba. Altalaban a
mérédmuszer kalibralasa vagy hitelesitése biztosithat benntinket arrol,
hogy a muszer nem okoz szamottevd rendszeres hibat. A rendszeres hi-
banak mas okai is lehetnek, példaul hibas meérési eljaras alkalmazasa is
okozhatja. Mindezekbdl lathato, hogy a rendszeres hiba kezelése a mérés
szaktertiletéhez kapcsolodik. Helyes mérési modszer és megfelelé tech-
nikai apparatus hasznalata biztositja, hogy a rendszeres hiba vagy el-
hanyagolhato, vagy becstilheté értéku legyen.

Mas a helyzet a véletlen hibaval. Véletlen hiba minden meérési
eredményt terhel, hatasa kezelheté a valdoszinliségszamitas és a mate-
matikai statisztika modszereivel. Ezek a moédszerek nem koétédnek a
meérés szakteruletéhez, a koévetendd eljarasok altalanosan megfogal-

mazhatok. Ezekkel az eljarasokkal foglalkozunk a tovabbiakban.
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4. ALLANDO MENNYISEG KOZVETLEN MERESE

Meéréskiértékelés szempontjabol az az eset egyszert, amikor a ke-
resett mennyiség allandé (sem az id6tél, sem mas paramétertél nem
fligg, vagy a befolyasolé paramétereket a mérés soran allandé értéken
tudjuk tartani). Ha ezt a keresett allandé mennyiséget kozvetlentil meg
tudjuk mérni (méd van etalonnal valé kozvetlen 6sszehasonlitasra), ak-
kor a méréssorozat kiértékelése az el6z6 fejezetben megismert

valoszinlUiségszamitasi modszerek kozvetlen alkalmazasaval térténik.

4.1 A mérési sorozat atlaga

Legyen X keresett mennyiség, a kodzvetlen mérési sorozat eredmeé-
nye pedig a &p &o,..., & értékek Tegyuik fel, hogy a méréseink “jok”, azaz
a ¢ mérési eredményeket nulla varhato értéki o szoérasu normalis el-
oszlasu o véletlen hiba terheli:

X=E+5 és 5 e N(0,0) (4.1)

A (4.1) egyenlet kovetkezménye, hogy (mindkét oldal varhato értékét vé-
ve)
X =M($) (4.2)

hiszen az X allando mennyiség varhato értéke 6nmaga, és M(5)=0. A
(4.2) egyenlet azt mondja nekiink, hogy a véletlen hibaval terhelt mérési
eredményekbdl varhatoérték becsléssel hatarozhatjuk meg a keresett X
mennyiséget.

A varhatoérték-becslés modja esetinkben a meérési eredmények
atlaganak kiszamitasa (utalunk itt a 3. fejezetben bemutatott nagy
szamok torvényére). A mérési eredmeények atlaga:

i-- ¢ (. 3)

Jj=1
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A (4.3) 6sszefiiggésbdl még azt is kiolvashatjuk, hogy & normalis
eloszlasu, hiszen n darab fliggetlen azonos (normalis) eloszlasu valoszi-
nuségi valtozo 6sszegeként all eld.

Kérdés, hogy az eredmények atlagolasa mennyit “javit” az eredeti
meérési eredményeken. Vegylik a (4.3) egyenlet mindkét oldalanak var-

hato értékét:
M@E) =M u}ié}M(Q):M@:X (4.4)

A (4.4) egyenlet szerint az atlag képzésével nem “rontottuk” el a
meérési eredmeényt, hiszen az atlag varhato értéke megegyezik az eredeti
meérési eredmény varhato értékével. De 6nmagaban a (4.4) egyenlet nem
indokolja, hogy érdemes atlagot szamolni. Ahhoz, hogy az atlagolast in-
dokoljuk, meg kell vizsgalnunk az atlag ingadozasat. Tudjuk, hogy a ¢&
meérési eredmény szorasnégyzete o2, szamitsuk ki az atlag szorasnégy-
zetét (ez jellemzi az atlag ingadozasat):

D*(§) =D’ [;2&):12 D" (&) -7 @y
=

n

A szorasnégyzetet tagonként lehet szamitani, mert a mérési sorozat
elemei fliggetlen valoszintiségi valtozok. A (4.5) egyenlet mutatja meg
szamunkra az atlagszamitas elényét: az atlag D( & ) szorasa az egyedi
mérési eredmény o szérasanak ./n-ed része.

Osszefoglaléan megallapithatjuk, hogy az atlag normalis eloszlasu,
X=M(¢&) varhato értéka o / \E szorasu valoszinliségi valtozo. A 4.1.

abraban megmutatjuk & valtozo flx) és a & atlag fu(x) stirtiségfiiggvényét
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)

fx)

X=M(£)
4.1 abra. A mérési eredmény és az atlag stiruségfiiggvénye

4.2 A mérési sorozat jellemzése a tapasztalati suruségfiiggvénnyel.

A meérési sorozat atlaganak kiszamitasa “pontszert” informaciot ad
az eredményekrél. Szemléletesebb képet kaphatunk, ha megszerkeszt-
juk az u. n. tapasztalati stirtiség figgvényt. Felidézzik azt a gondolat-
menetet, amelyet a 3. fejezetben, a (3.7) 6sszefliggés kapcsan mondtunk
el.

Legyenek a meérési eredmények a &;, &,...,&5 értékek. A megfigyelés
sorozat elemei a [Enin,, {max] intervallumba tartoznak. Ezt a befoglalé in-
tervallumot bontsuk fel Ax;, Axo, ..., Axk K darab diszjunkt részinter-

vallumra. Szamoljuk meg, hogy az egyes részintervallumba hany darab

meérési eredmény esik. A részintervallumba esés gyakorisagat jelolje vi,

Vo,..., Vk szamsorozat. Ezek az értékek fuggnek attol, hogy hany mérést
végeztink Osszesen és attdl is, hogy milyen Ax; hossztuak az egyes rész-

intervallumok. Ezért az i-edik részintervallumot igy nem a V; gyakorisag,

Vi

hanem az f;

1

hanyados jellemzi.

A teljes a [min,, &mad intervallum {6lé rajzoljunk egy olyan lép-
cs6s-figgvényt, amelynek a Ax; folé esé magassaga fi. A kapott ered-

meényt a 4.2 abran mutatjuk be.
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A

Ax.

l

4.2 abra. Tapasztalati surtiségfiiggvény

Egy-egy részintervallum felett 1évé téglalap tertilete:
Ji Ax, =

éppen az intervallumba esés relativ gyakorisagat adja. Nagy mérés-szam
esetén ez a relativ gyakorisag kozel van az intervallumba esés valoszi-
nuségéhez. Ezért az imént rajzolt lépcsds fliggvény hasonld tulajdonsa-
gokkal rendelkezik, mint a (3.5) Osszefliggéssel definialt tapasztalati
sUrltségfiggvény. A lépcsds-fliggvény neve tapasztalati sirtuségfliggvény
vagy hisztogram.

A részintervallumok K szamat gyakorlati tapasztalatok alapjan va-
lasztjuk meg. Ha mérések szama 100-nal kisebb, akkor a

K ~ +/n
O0sszefliggést hasznaljuk, nagyobb mérésszam esetén a
K~ log,n +1
Osszefliggés ad alkalmazhat6 eredményt.

A részintervallumok Ax; hosszanak megvalasztasanal azt a szabalyt
tartsuk szem el6tt, hogy minden részintervallumba koézelitéleg ugyan
annyi — tehat n/K darab mérési eredmény essen. Ez a beosztas nem
egyenletes részintervallumokat eredményez, de minden részinterval-

lumba esés relativ gyakorisaga kozelitéleg ugyan akkora lesz.
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4.3 Alkalmazas: sorozatgyartasi tiigorgo atmeérdjének jellemzése

Az alabbiakban a Muszaki Mérések c. tantargy egyik gyakorlatan
szlletett mérési eredményeket mutatjuk be. A gyakorlaton az a feladat,
hogy egy gyartasi sorozatbodl kivalasztott 30 darab tligérgd atmeérdjét
mérdoraval meg kell mérni és a mérési sorozatot tapasztalati strtiség-
fuggvénnyel, atlaggal, tapasztalati szorassal és az atlag korul rajzolt,
harom-szorasnyi sugaru intervallummal kell jellemezni.

Az adatfeldolgozashoz a hallgatok a MITUTOYO DIGIMATIC tipu-
su célszamitogépet hasznaljak. Bemendé adatként meg kell adni egy al-
so- és egy fels6hatar értéket, amelyet alapértelmezés szerint 8 allando
szélességll részintervallumra bont a program. Az alsohatar alatt és a
fels6hatar felett kijeldl tovabbi harom-harom, az el6zéekkel azonos szé-
lességu intervallumot.

A begépelt mérési eredmények alapjan a célszamitogép meghata-
rozza az x atlagot, a SD korrigalt tapasztalati szérast, az intervallumba
esés gyakorisagat, felrajzolja a tapasztalati sUrtuségfliiggvényt, és kijel6li
az atlag koéruli 3SD sugaru intervallumot.

A megadott LL als6-és UL fels6hatar értéke:

LL=3.19 mm UL=3.2 mm

Az adatfeldolgozas eredményét mutatja a 4.1. tablazat.

Intervallum ha-| gyakorisag Intervallum  ha-| gyakorisag
tarok [mm)| tarok [mm]
3.1874 1 3.1950
3.1875 0 3.1962 0
3.1888 2 3.1975 1
3.1900 3 3.1978 1
3.1912 2 3.2010 0
3.1925 3 3.2022 0
3.1937 8 3.2035 0

4.1. tablazat. A részintervallumok hatarai és a gyakorisagok
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Az x atlag, az SD korrigalt tapasztalati szoras és az atlag koruli
3SD sugaru intervallum értékei:
X =3.19366 mm SD=0.0027 mm
X—-3SD =3.18615 mm X+3SD =3.20118 mm

A 4.3. abran mutatjuk be az adatokbdl rajzolt tapasztalati stru-
ségfiiggvényt. A gyakorlaton hasznalt célszamitogép egyenletes osztasu
intervallumokra tamaszkodoé hisztogramot szamol. Ha elfogadjuk, hogy
a tlgorgdk atmeérdje normalis eloszlast kovet és elhanyagoljuk a becslé-
sek pontatlansagait, akkor azt mondhatjuk, hogy az esetek 99,73
%-aban a gyartott tgorgék atmeérje a 3.194+0,008 mm intervallumba

esik.

0 ‘ T ‘
3.185 3.19 3.195 3.2 3.205

4.3. abra. Tugorgék atmérbje alapjan rajzolt gyakorisagok.

4.4 Konfidencia intervallum becslése, ha a széras ismert

Tudjuk, hogy az atlag véges mérésszam esetén eltér a keresett var-
hato értéktdl. A nagyszamok térvénye alapjan tudjuk, hogy az atlag
“kozeledik” (sztochasztikusan konvergal) a varhato értékhez. A kézottiik
1évd eltérés becslése hozzasegit benntinket a mérési sorozat hibakorlat-

janak megallapitasahoz. A 4.4 abran szamegyenesre rajzoltuk a &
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&o,... & mérési eredményeket, a £ atlagot és a keresett X = M(&) varhato

értéket.

X=M@& &

SN R RN R

& &3
4.4 abra. Konfidencia intervallum

A ¢ atlag pontossagat a [E-M(&)] eltéréssel tudjuk jellemezni, sajnos
azonban M(¢{) értékét nem ismerjuk, ezért ezt az eltérést teljes bizonyos-
saggal nem tudjuk kiszamitani.

Ki tudjuk szamolni a & atlag koré rajzolhaté intervallum a sugarat,
amely altalunk megszabott p<I valoszinuséggel tartalmazza a keresett
X=M(¢{) értéket. Ezt az intervallumot nevezziik konfidencia intervallum-
nak, és az altalunk valasztott p valészinuséget szignifikancia szintnek.
A fent mondottakat a (4.6) 6sszefliggés fogalmazza meg:

P-a<X<f+a)=p (4.6)

A & és p ismeretében kivanjuk ebbdl az egyenletbél az a sugarat

kiszamitani. El6sz6r rendezzik at az egyenlétlenséget:
P(ra<é-X<a)=p
Ezt kovetéen osszuk el — 6nkényesen —az egyenlétlenség mind a

harom oldalat o/ va -nel. Hasznaljuk a

_a _é-X
"o T o )
Jn \n
jeloléseket, amelyek segitségével azt irhatjuk, hogy:
P(-A<n<A)=p (4.8)

Ha sikerul meghataroznunk n stirtuségfiiggvényét, akkor a (4.8) va-
loszintiség kiszamithato lesz. A (4.7) egyenlettel meghatarozott 7-rol azt
tudjuk, hogy normalis eloszlast (hiszen ¢ is az). Varhaté értékét és

szorasat szamitsuk ki:
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| E-X
Mm)=M|> = |=0

n
Kihasznalva a varhato érték szamitas linearitasat, a (4.4) egyenlet

értelmében a szamlalo nulla. A szoras-szamitas azt eredményezi, hogy

D=0 =X |2 L p2@) =
o o

Jn

Itt hasznaltuk a szorasnégyzet-szamitas tulajdonsagait és a (4.5)
egyenletet. A két utobbi egyenlet birtokaban azt mondhatjuk, hogy ne
N(0,1). Ezért n strtségfliggvénye a 3. fejezetben bemutatott ¢(x), és a

(4.8) valoszinuiség kiszamithato:
P-i<n<l)=p= [g(x) dx =4(2) - ¢(-1) (4.9)

Figyelembe véve, hogy a ¢(1) eloszlasfiggvény pontszimmetrikus a

(0,0.5) pontra (lasd 3.1 abra)

P(=4) =1-¢(2)
Ezzel a (4.9) 6sszefliggés az alabbi alakot kapja:
p=2¢(A)-1
Ebbdl ¢(1)-t kifejezve:
H(A) = pT” (4.10)

A (4.10) egyenlet lehetéséget ad a keresett intervallum-sugar ki-
szamitasara a koévetkezé modon: a p szignifikancia szintet énkényesen
megvalasztjuk, legyen p=0.95. Ekkor (4.10) alapjan

#(A) = 0.975. (4.11)

A ¢(4) fuggvény tablazatabdl (lasd a 3. fejezet végén) megkeressuk,

hogy milyen A értéknél teljestil a (4.11) egyenlet. Azt talaljuk, hogy ez
A1=1.96 (4.11)
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értéknél teljestil. Most, hogy A ismert, visszatéruink a (4.7) 6sszefliggés-
hez, amelybdl 4, o és n ismeretében a keresett a sugar igy szamithato:

-9
a=1 (4.12)

Ezzel a (4.12) 6sszefiiggéssel megoldottuk a fejezet elején felvetett
kérdést: ha ismertink n darab, véletlen hibaval terhel mérési eredményt
és a o szorast, akkor az énkényesen valasztott p szignifikancia szinthez
ki tudjuk szamolni azt az a intervallum sugarat, amely intervallum p

valoszinlUiséggel tartalmazza az ismeretlen x=M({) keresett mennyiséget.

4.5 Konfidencia intervallum becslése, ha a szoras nem ismert.

A 4.4 pontban mutatott moédszer csak akkor alkalmazhato, ha is-
merjuk a o szorast. Ez csak kivételes esetekben ismert. Ezért gondoljuk
végig, hogy miként modosul a fenti gondolatmenet, ha ¢ nem ismert,

hanem az
DI GEE (.13)

korrigalt tapasztalati szorasnégyzettel becsuljik. Ebben az esetben a
(4.7) 6sszefliggések ilyen alakuak:

a E-X

= Ns = 3

st S* S *

n Jn
Meg kell allapitanunk, hogy mig a (4.7) Osszefiggés szerinti 7 -ban

(4.14)

csak a & fuggdtt a véletlentdl és igy ne N(O,1) volt, addig a (4.14) 6ssze-
fliggéssel meghatarozott 7s-ben az & és az s*is véletlentél fugg, vagyis
valoszintiségi valtozo. Ennek koévetkeztében 7s nem normalis eloszlasu,
hanem (amint azt Prékopa [3.2] konyvében lathatjuk) Student eloszlast

kovet (n-1) paraméterrel. A Student eloszlas tablazatba foglalt értékeit a
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3.fejezet végén mutattuk be. A As érték ebbdl a tablazatbdl valaszthato,

p szignifikancia szint és (n-1) ismeretében:
Ay = Ao - 1)

Termeészetesnek kell talalnunk, hogy azonos p szignifikancia szinthez

A.(p,n=1) > A(p) (4.15)

A két tablazat 6sszehasonlitasan tul ez abbdl is kévetkezik. hogy ha o-t

s*gal becsuljuk, ez tovabbi bizonytalansagot okoz a konfidencia inter-

vallum sugaranak megallapitasaban. Ezért azonos p esetén az utobbi

esetben bévebb intervallumot kell kapnunk: ezt mutatja a (4.15) 6ssze-

figgés. Ha n — «, akkor

A (pn—=1)—> A4 (p)

A konfidencia intervallum a sugarat az

a=A

"I (4.15)

Osszefliggeéssel szamoljuk ki.

A konfidencia intervallum a sugararol megallapithatjuk, hogy
csOkkentése csak az n meérésszam novelésével lehetséges (allando
szignifikancia szint mellett). Ha a szignifikancia szintet névelem (na-
gyobb biztonsaggal akarok dénteni azonos mérés-szam mellett), akkor
nagyobb sugarat kapok.

A (4.15) oOsszefuggéssel kiszamolt intervallum sugarat a meérési
eredmények atlagahoz tartozo H hibakorlatnak is szoktak nevezni. Is-
merjuk fel a (4.15) 6sszefiggésben azt, hogy As: Student egyuttthatéval
szorzott mennyiség éppen a & atlag tapasztalati szérasa. A Student
egyutthato értéke 2 korul van. Ezért gyakran szoktak azt mondani, hogy
valamely ¢ mennyiség H hibakorlatja az £ mennyiség szorasanak
kétszerese:

H. =20, (4.16)

A (4.16) 6sszefiiggés szerint szamolt hibakorlat csak a véletlen hi-

bak hatasat veszi figyelembe. Az alkalmazott muszer és/vagy a meéreési
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modszer okozta rendszeres hiba is jelentés hatast gyakorol az eredmény
pontossagara. E hatasok szamitasba vételét az 5. fejezetben targyaljuk.
A Student eloszlas fenti alkalmazasahoz hozzaflizzik Rényi [3.1]
konyvében talalhatéo megjegyzést: “Student”, valodi nevén William S.
Gosset angol matematikus, a dublini Arthur Guinness Son & Co. soOr-
gyar alkalmazasaban allott és matematikai-statisztika terén elért ered-
meényeit a sorgyartasban alkalmaztak. Munkaadojanak kivansagara
kellett a “Student” alnevet hasznalnia, ugyanis a munkaado6 attol félt,
hogy ha valédi neve alatt publikalna dolgozatait, ebbél a konkurens
sorgyarak rajonnének, hogy a statisztikai modszereket a sérgyartasban

alkalmazni lehet, és ez csokkentené az 6 profitjat.

4.6 Alkalmazas: csavarszivattya elméleti folyadékszallitasanak

meghatarozasa.

A csavarszivattya a térfogat-kiszoritas elvén mukédé szivattyu,
amelyben egy nagy arokmélységll csavarorsot forgatunk és a szallitando
olaj az ors6 arkaiban halad elére a nyomocsonk felé. A gép elméleti fo-
lyadékszallitasa az a térfogat amelyet a csavarorso egy fordulata alatt a
szivattyu szallit (ha a szivattyuba valo be- és kilépésnél azonos a nyo-
mas).

A mérést ugy végezzik, hogy a csavarszivattya tengelyét kézzel
forgatjuk és méréedénnyel megmeérjuk n; fordulat alatt szallitott AV; fo-
lyadék térfogatot. A Q; egy fordulatra esd folyadékszallitast a Q; = AV;/n;
Osszefliggés adja. A kisérletet i = 1,2... n esetben megismételjik. Feltesz-
szuk, hogy a fordulatszamlalas soran nem koévetttink el hibat, a A4V; fo-
lyadék-térfogat értékeit pedig véletlen hiba terheli. A megmeért Q; értékek
a Qe elméleti érték korul ingadoznak. Célunk olyan konfidencia inter-
vallum szerkesztése, amely 95 %-os valoszinUiséggel tartalmazza a Qe

értéket.
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A mérés eredményeként n=21 Osszetartozo (n;, Q) értékpart all a
rendelkezéstinkre (lasd a 4.2.tablazatot). Kiszamitjuk a Q; értékek at-

lagat:

n

éz Q. =13,25 cm’/ ford.

I |~

i=1
A tablazat utolsé oszlopabdl szamithatoé a korrigalt tapasztalati szoéras-
négyzet.

s =L1 > (©-0)* =0.1419 (cm’/ ford)>  és  s*=0,38 cm*ford
n—1 3

i=

A konfidencia intervallum

— s — s*
Q_/Ixt_g QeS Q+ﬂ’s1_
Jn Jn

n
alaka, p=95% valoszinUiségi szinthez és n-1 = 20 értékhez As= 2,086
érték tartozik, a Student-eloszlas tablazata alapjan (lasd a 3. fejezet

végén). Az értékek behelyettesitésével kapjuk, hogy

13.25-2.086 2% < 0 <13.25+2.086 22
J21 J21

0=13.2510.17 cm3/ford  (95%)

Q{cm3/ford] Qjcm?3/ford] | Q{cm3/ford]
13,00 13,67 13,20
13,67 12,22 13,00
13,33 13,00 13,50
13,33 13,21 13,00
13,67 13,39 13,33
13,33 12,44 13,64
13,50 13,33 13,42

4.2. tablazat. Csavarszivattyu folyadékszallitasa
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4.7 Adott pontossaghoz tartoz6 mérésszam becslése

Tovabbra is azzal az egyszerd esettel foglalkozunk, amikor egy al-
land6 mennyiséget koézvetlentil meg tudunk mérni, és méréseinket csak
véletlen hiba terheli.

Abban az esetben, ha a mérési sorozat o szorasa ismert, akkor az
atlag pontossagat jellemz6 konfidencia intervallum a sugara a (4.12)
Osszefliggéssel szamithato. Feltehetd az a kérdés, hogy hany mérést kell
ahhoz végezni, hogy a
a
¢
relativ hibakorlat egy adott h,, értéknél kisebb legyen, azaz:

h=

<h

m

Ul &

A (4.12) 6sszefiiggés felhasznalasaval kovetkezik, hogy

\mzrﬁ& (4.17)

Ha a mérési sorozat o szérasa nem ismert, akkor az adott pontos-
sag eléréséhez szikséges minimalis mérésszam nem adhaté meg a
(4.17) 6sszefliggéshez hasonlo explicit formulaval. Mérnodki szempontbol
elfogadhato kozelités az alabbi modszerrel hatarozhatéo meg: legyen
adott a hn, relativ hibakorlat-hatar, és tételezziik fel, hogy a mérési so-
rozat szérasanak s* becslése és & atlaga keveset valtozik a mérések
szamanak ndévelésével. Ebben az esetben minden n; mérésszamot ki
tudjuk szamitani a h; relativ hibakorlat a (4.15) 6sszefliggés segitségeé-

vel:

h = (4.18)

2, =
" én,
Ebben az 6sszefliggésben As: is fligg n; -t6l. Néhany n; értékhez ki-

szamolt h; értékbdl a 4.5. grafikon rajzolhato:
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4.5.abra

A relativ hibakorlat valtozasa a mérések szamanak fliggvényében

A grafikon természetesen csak n; egész értékeinél értelmezett, a
szaggatott vonallal valo 6sszekotés csak a valtozas tendenciajat hivatott
mutatni. Ebbél a grafikonbol adott hx -hez kiolvashaté a szikséges nm

meérésszam.

4.8 Alkalmazas: adott pontossaghoz tartozo mérésszam becslése

A 4.6 pontban bemutatott alkalmazas adatait felhasznalva sza-
mitsuk ki, hogy legalabb hany mérést kell végezni ahhoz, hogy a relativ
hibakorlat 1 %-nal kisebb legyen. Felhasznaljuk a

O= 13,25 cm3/ford és s*=0,38 cm3/ford
értéket és (4.18) Osszefliggés hasznalataval a 4.3. tablazatban lathato
értékeket kaptuk. Ezeket az értékeket abrazoltuk a fenti 4.5. abran,
ahonnan leolvashatjuk, hogy az 1 %-os relativ hibakorlat eléréséhez

legalabb n= 35 meérésre van sziikség.
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Mérések szama hi % Mérések szama (ni) hi %
(ny)

S 3.56 25 1.18

10 2.05 30 1.07

15 1.59 30 0.81

20 1.34 500 0.25

4.3. tablazat. Mérések szama és a relativ hibakorlat

A 4. fejezet irodalma
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Muszaki Kényvkiado, Budapest 1968.

[4.2] Bendat, J.S.-Piersol, A.G.: Random Data Analysis and
Measurement Procedures.
John Wiley & Sons, 2000. New York

[4.3] Lukacs O.: Matematikai statisztika.
Bolyai kényvek, Muszaki Kényvkiado, 1999.

[4.4] Halasz, G.-Marialigeti, J.-Zobory. I.: Statisztikus modszerek a m-
szaki gyakorlatban.
BME tovabbképzé Intézete, 1976.
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5. KOZVETETT MERESEK, HIBATERJEDES

A muszaki mérések tobbségénél nincs lehetéségliink koézvetlen
meérésre, etalonnal valéo kozvetlen Osszehasonlitasra, akar a mérendé
mennyiség nagysaga, akar ennek Osszetett mivolta miatt. Nem mériink
meg kozvetlen modon két varos koézotti tavolsagot, bar van hosszu-
sag-etalonunk, és nem tudunk koézvetleniil hatasfokot mérni, mert nincs
hatasfok etalonunk. Ilyen esetben a koézvetett mérés modszeréhez kell
folyamodnunk.

Kozvetett a mérés, ha a higanyos hémérével mértink hémeérsékle-
tet. Ekkor valgjaban egy tagulé higanyoszlop hosszat mérjik meg, ami
aranyos a hémeérséklettel. A hémeérseéklet skalat (az 6sszefliggést bemend
és kimend jellemzék kozott) elméleti vagy kisérleti titon rendeljuk hozza
az oszlop hosszahoz. Akkor is kozvetett a mérés, ha egy tapinto mecha-
nikus elmozdulasat karos-fogaskerekes mechanizmus adja at egy mu-
tatonak. Ekkor a tapinté elmozdulasa és a mutato elfordulasa kozotti
fuggvénykapcsolatot kell ismerntink.

A kozvetett mérés soran a mérendd mennyiség értékét a vele ismert
fuggvénykapcsolatban allé egy vagy tobb, kézvetlentil mérheté mennyiség
mérési eredményébdl hatarozzuk meg. Az ismert fliggvénykapcsolatba
tehat hibaval terhelt mennyiséget helyettesitink be, és kivancsiak va-
gyunk a flggvényérték — az altalunk keresett mennyiség — hibajara.
Kozvetett mérés esetén az ered6 hiba csak szamitassal hatarozhaté meg,
ezért a hibaszamitasra kiemelt figyelmet kell forditani.

Altalaban feltessziik, hogy ismerjik az x,,x,,...,x, mennyiségek egy
becslését, azok hibajat, szorasat, vagy hibakorlatjat, ismerjik tovabba az
y:f(xl,xz,...,xn) (5.1)

Osszefliggést. Kérdés, hogy a fentiek ismeretében hogyan tudjuk meg-
hatarozni az y mennyiség hibajat vagy hibakorlatjat. E kérdés megvala-

szolasaval foglalkozunk a tovabbiakban.
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5.1 Ismert nagysagu és eldjeli (rendszeres) hiba terjedése

A rendszeres hibak terjedésének szamitasahoz ismerntnk kell
(nagysagra és eldjelre) az egyes x; mennyiségek Ax; rendszeres hibait. Az y
mennyiség pontos értékét az (5.1) figgvénynek az x,,x,,...x, helyen vett
helyettesitési értéke, a hibat pedig az x, +Ax,, x, +Ax,, ...,x, +Ax, helyen
vett helyettesitési érték és a pontos érték kulonbsége adja.

AY = (X, + A%, X +AXy ey X +AX) = F(X, Xy 000, X)) (5.2)
Ismerjik az f flggvényt, ismerjik (nagysagra és elbjelre) az x; és a Ax;
mennyiségeket, tehat az (5.2) 6sszefliggéssel az y mennyiség Ay rend-
szeres hibaja mindig (pontosan) kiszamithato.

E helyen jegyezziik meg, hogy a legujabb térekvések célja valam-
ennyi rendszeres hiba forrasanak felderitése, és hatasukat korrekcioval
(kalibralassal) veszik figyelembe.

Az (5.2) 6sszefiiggés nem mutatja meg szamunkra azt, hogy a A4y
eredd rendszeres hibaban az egyes 4x; rendszeres hibak milyen sullyal
szerepelnek, milyen a hatasuk. Példaul ha a Ay csékkentése a cél, melyik
Ax; hibajat érdemes csokkenteni azért, hogy Ay megfelel szintre stuly-
lyedjen. E kérdés megvalaszolasahoz tekintstk az (5.1) figgvény Taylor

sorat, és a linearisnal magasabb rendl tagokat hanyagoljuk el

y+Ay = f(xl,xz,....,xn)+zn:ﬂAxi.
i1 OX
L of
H =Ay= ) —Ax,. 5.3
YD (5.3)

Az (5.3) Osszefliggés a Hy eredd rendszeres (abszolut) hiba terje-
désének altalanosan hasznalt Osszefliggése. Akkor érvényes, ha a
linearizalaskor elkévetett hiba (a magasabb rendi tagok elhanyagolasa)

nem szamottevd a linearis tagok nagysagahoz képest. Az (5.3) kifejezés-
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ben szereplé parcialis derivaltakat gyakran érzékenységi egyiittha-
toknak hivjak, hiszen ezek mutatjak meg, hogy Ay milyen érzékeny az
egyes Ax; mennyiségekre, a 4x; mennyiségek hogyan, milyen sullyal
vesznek részt a Ay létrehozasaban.

Eléfordul olyan eset is, amikor az y mennyiséget nem tudjuk exp-
licit formaban kifejezni, amint azt az (5.1) 6sszefiiggés mutatja, hanem
csak az

F(y,%,%y,..,%,)=0 (5.4)
implicit 6sszefiiggés all rendelkezéstinkre. Ekkor, (kévetve a fenti gon-
dolatmenetet) azt mondhatjuk, hogy a figgvény AF megvaltozasa is nulla,
amibél

AF =0 = ﬁAerziAxi.
oy i1 OX;

Osszefliggést nyerjuk. Ebbdl kifejezhetd a keresett Ay
Zin_lng:AXi
oy

Természetesen az (5.1) Osszefliggést atrendezve
y—f(xl,xz,...xn)zo
és az igy kapott F-re alkalmazzuk az (5.5.) 6sszefliggést, akkor vissza-
kapjuk az eredeti (5.3.) 6sszefliggéstinket.
A szakirodalomban hasznaljak a rendszeres abszolut hiba ma-
ximalis értékének fogalmat is. Ezt gy definialjak, hogy az (5.3) kifejezés
tagjainak abszolut értékét 6sszegzik:

AY e =

i=1

ﬂAxi

o (5.6)

Az ilyen moéodon szamitott érték alapjan 6sszehasonlithatnak méréesz-

kozoket vagy mérési eljarasokat.
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Igen gyakori, hogy a rendszeres abszoltut hiba mellett a rendszeres
relativ hibat adjak meg. Az abszolut hibabdl a relativ hiba az ismert vi-

szonyitas révén kaphato meg:

Hrel :Al;zalMl (5.7)
y Tox, y

Haaz y=f (xl,xz,...,xn) figgvényben a valtozok kozotti muvelet csak osz-
tas, szorzas vagy hatvanyozas, akkor a relativ rendszeres hiba kiszami-
tasanak modja egyszertisddik. Legyen C tetszdleges konstans, és

y=C xlkl xzk2 ...xnk" (5.8)

Kiszamitva az (5.7) kifejezés szerinti parcialis derivaltakat, azt kapjuk,

hogy:

H =Y =3 A (5.9.)
y .

A fenti fogalmakat az alabbi egyszerti példan mutatjuk be. Legyen a V
henger térfogat a D atméré és h magassag fliggvénye:

2
Vv :D'T”'h (5.10)

A AD és a Ah rendszeres hibak hatasara a térfogat AV hibaja:

2D7h D’z

abszzAV= 4 AD + 4 AthlAD—i_EZAh (511)

H

Itt E; és Ex-vel jeloltik az érzékenységi egyttthatokat. A relativ hiba az
(5.9) kifejezésnek megfeleléen:
AVV=2A5+Ahh (5.12)
vagy is ebben az egyszerti esetben a térfogat relativ hibaja a valtozok
relativ hibajabol szamolhato. A rendszeres hiba terjedését egy mecha-
nikus muszer — a szinusz emelé — hibajanak kiszamitasan keresztul

mutatjuk be.
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5.2 Alkalmazas: a szinusz-emel6 rendszeres hibaja

A gépészeti méréstechnikaban igen gyakran vagy tisztan mechani-
kus, vagy elektromechanikus muszerekkel dolgozunk. Ezekben a mu-
szerekben a meérendd fizikai mennyiséget valamilyen mechanizmus
kozvetiti ahhoz a szerkezeti elemhez, amelynek alakvaltozasa, vagy el-
mozdulasa lehetévé teszi a mechanikai mennyiség kijelzését, vagy vil-
lamos analog jellé valo atalakitasat. Ezért a méréstechnikaban fokozott
kovetelményeket tamasztanak az informacio tovabbité finommechanikai
szerkezetekkel és azok gyartasi hibaival (tGréseivel, hibakorlataival)

szemben.

5.1 abra. Szinusz-mechanizmus (pl. tapinto-emeld) és fogaskerék attétel
(pl. méréora)

A bemutatott eszk6z lehet elmozdulas mérd, ebben az esetben ez egy

teljes mérdlanc, érzékelé - atalakito - kijelz6, illetve mas megfogalma-

zasban jelatvivo - jelfeldolgozo - megjelenitd [5.3]. De elképzelhetjiik ezt a
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vazlatot egy precizios manomeéter egy szerkezeti részleteként is, a nyo-
mas-atalakit6 membranja nélkul. Ez utobbi esetben a meérélancnak
természetesen csak két tagjat latjuk, az atalakitot és a kijelz6t.

A mérdlancon végigterjedé hibak szemléltetésére nézzink ezt a ha-
gyomanyos mechanikai muszert. Az u.n. szinusz emelét és fogaskerék
attétet tartalmazo eszkdzben az 1 és 2 tengelyek kozo6tt a modositas i, a
karok aranya (a szinusz emeld és a skala mutatéjanak hosszaranya) pe-
dig n, .

A szinusz-mechanizmus és a mutato 0sszefliggései, ha x jel6li a ta-

pint6 elmozdulast, és y a mutato skala koérivén valo elmozdulasat:

. X
o= ArcsmEl y :&Arcsin[lj (5.13)
y=R -0, i R,

Legyen az altalanos leiras mellett a példankban néhany egyszeru
szamadat és meéret a szemléletesebb bemutatas kedvéért. A hibak
nagysaga és eldjele legyen ismert.

A szinusz-emel6 karhossza egy a valéosaghoz kozeli érték legyen
(R1=10 mm), hibaja AR1=0.02 mm. A mutato hosszat R2=100 mm-ben
valasztjuk meg, és legyen a gyartasi hibaja AR2=0.1 mm. A fogas iv fog-
szama z1= 200, mig a mutatoval egytengelyti fogaskerék fogszama z2=20.

A muszerre jellemz6 konstansok a fenti adatokkal:

E—i:nT=10 %:%:i:%
a gyakorlatban a szinusz-emeldt tartalmazo tapintés muszereknél a

bemenet (x) abszolut értéke korlatozva van, optiméterek esetében

X | <100 = 0.1mm. Ennek oka az, hogy igyekeznek a skala linearitasat

megérizni. Konstrukcios okokbdl x/R, <1, igy a MacLauren sor segitsé-

gével a mUszeregyenlet atalakithato:
R R 1(x) 3(xY
y =—2 Arcsin XD | X2 X 2 X (5.14)
i R, i [{R, ) 6(R; 40 R,
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Figyelembe véve a jellemzé méretaranyokat, altalaban és esetink-

ben is legfeljebb még a harmadik hatvanyon lévé 6sszetevé mértékado,

tehat:
3 2 2
y=Rel[ X L X R, -X (_6R13+X ) (5.15)
i [\R, ) 6lR, 6-i-R

Lathato, hogy minél kisebb a bemendé x elmozdulas az R1 kar-

hosszhoz viszonyitva, annal inkabb tarthato a linearis skalaosztas. Ehhez
kapcsolodik a mechanikai egységeket tartalmazo muiszerekben a meg-
valosithato nagyitas kérdése. A példankban szereplé eredé nagyitas az
egyfokozatl hajtomu miatt nyilvanvaléan nem lenne elégséges, de is-
meretes, hogy a méréorakban példaul mar tébbfokozatu gyorsitoé hajtomi
talalhaté. Ha a muszersurlodasokkal egyutt jaré hiszterézis hibajat el
akarjak kerulni, akkor a nagyitast optikai titon oldjak meg, vagy a jelet
villamos analdég mennyiséggé alakitjak at, és felerdsitik.

A példaban az egyszeruség kedvéért maradjunk egyetlen gyorsito
fokozat alkalmazasanal. A mutato koériv menti végkitérése a tapintdé ma-
ximalis bemend elmozdulasa esetén kiszamithato:

R, X

Yoy = — —>-=10-10-0.1mm =10mm
I R,

A muszer két olyan elemet tartalmaz, amelynél figyelembe kell
vennunk a lehetséges gyartasi hibakat. Hatarozzuk meg a mutiszer ered6
rendszeres abszolut hibajat, az egyes hibaokozok sulytényezdit, a ma-
ximalis abszolut hibat, és a relativ hibat, a megadott konstrukcios ada-

tokkal, a rendszeres hiba terjedésének 6sszefiiggéseével!

86



Abszolut hiba ereddjének szamitasa — a miiszer rendszeres hibaja

Az abszolut hiba terjedésének szamitasahoz a két hibadsszetevd
szerint kell parcialisan derivalni a mtiszeregyenletet:

3 3
Ay:ﬂARl+ﬂAR2:— & Lz +1X_4 AR1+]T' i+l X AR, (5.16)
oR, oR, i \R") 2R; IR, 6(R

3 3
Ay=—_R—2 XL ix AR1+_} x X AR, (5.17)
iR,|R, 2[R, i|R, 6(R,

A példaban szereplé muszer ered6 rendszeres hibajanak szamitasa a
konstrukcios adatok alapjan egyszerUsitheté. Lathato, hogy a szinusz
mechanizmus karhosszanak a bemend elmozdulashoz viszonyitott ara-

nya jelentésen befolyasolja az eszkoz hibajat. Esetiinkben ez az arany

kedvezé:

X 0.1mm X X ’
X — — =107?, tehat irhato, hogy —™)) ~™ | = és ezzel a bemeneti
R, 10mm R, R,

elmozdulastol (mérendd mennyiségtol) fliggd rendszeres muiszerhiba:

Ay = —”;(iJARl 3[ijAR2 (5.18)
I (R I\ R;

A két hiba sulytényezdje lathatoéan eltérd, és ugyancsak figg az “x”

bemeneti elmozdulastol:

AR; sulytényezéje: k, = —[HTT R%J X = —ﬁ x[mm]
s 1 10
AR sulytényezéje: k, = iR X = 10[mm] x[mm]

Ebben az esetben is célszeri a bemeneti elmozdulas lehetséges
maximalis értéke mellett vizsgalni a sulytényezdket (érzékenységi
egylUtthatokat), hiszen ezek a faktorok segitik a muszerkonstruktéroket
és a muszer-alkalmazokat a célnak legmegfelel6bb eszk6zok kivalaszta-

saban.
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A sulytényezdk maximalis értékével az eredd rendszeres muiiszerhiba
szamszeru értéke az alabbi lesz:

AY =K, - X - AR, + K, - X, - AR,

Ay =-10-0.1- AR, +0.1-1- AR, = (~2-102 +107* 10 Jnm = ~10 " mm = —~10zm

Az abszolut hiba maximalis értéke az egyes O0sszetevék abszolut ér-

tékének figyelembe vételével szamithato:

|AY] =|AR,| +[107 AR, | = 3-10"mm = 30,m

A relativ hiba szamitasa

A relativ hiba szamitasahoz felhasznaljuk az abszolut hiba szami-
tasanak képletét és a mUiszeregyenletet:

Ay Rx (2R?+x?) &R R4 X BRIEX’  GiR;

. +_
y Ri 2R RyxRZ+x?) " iR, 6RZ  Rx(6RZ+x?

)-ARZ

2
6+3 ~
Ay AR, 3(2R7+x?)AR, AR, R, ) AR,
y R, (BRZ+x}) R R, 6()(]2 R,
+7

1

(5.19)

Ha az ered6 abszolut muszerhiba szamitasanal figyelembe vettiik a
maximalis bemené elmozdulas és a kar aranyat, tehat
Xmax /Ry =0.1/10=102 <1,
akkor kovetkezetesen itt is megtessziik. Ezzel a masodik tag egytitthatoja
1.000033 lesz, ami belathato modon nem valtoztat lényegesen az ered-
meényen. A vizsgalt muszer relativ hibaja szameértékekkel, ha minden
adatot mm-ben helyettesitiink be:

-1 -2
ﬂgloz —1.0033-2 10
y 10

~-10
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5.3 A véletlen hibak terjedése kozvetett mérésnél

A véletlen hibak terjedésének vizsgalatakor abbdl kell kiindulnunk,

hogy az (5.1.) 6sszefliggésben szereplé x,,x,,...,x, mennyiségeket véletlen

hiba terheli, tehat valészintiségi valtozok. Az (5.1) 6sszefliggésbe helyet-
tesitve ezeket a valoszinUiségi valtozokat, az eredménytil kapott y meny-
nyiség is valoszinlségi valtozo lesz. Véletlen hibaval terhelt koézvetlen
meérés kiértékelésénél (lasd a 4. fejezetet) a mért mennyiség (tapasztalati)
szorasabol tudtunk hibakorlatot meghatarozni: Most is ezt az utat ko-
vetjuk: el6szor definiciot adunk a keresett y mennyiség véletlen hibajara,
majd kiszamitjuk szorasat, végul hibakorlatot (konfidencia intervallumot)
hatarozunk meg.

Az x,x,,.,x, mennyiséget terheld véletlen hibakat jeldlje ¢,¢,,...,¢, .

Ekkor az y mennyiséget terheld ¢, hiba az (5.3) 6sszefliggés szerint:
e =59, (5.20)

alaku. Nézztik meg g, tulajdonsagait. Hanyagoljuk el azt, hogy a parcialis
derivaltak helyettesitési értéke valoszinuségi valtozo, tekintstik azokat
konstansoknak. A sorba fejtés eredményeként az ¢y, mint a & mennyisé-
gek linearis kombinacigja all eléttiink. Ezt felhasznalva, vegyliik mindkét

oldal varhato értékét:
* 0
M@kzll@) (5.21)

Ha & nulla varhato értéka véletlen hiba, akkor g hiba is nulla var-
hato értékq, és ha ¢ normalis eloszlasu akkor ¢y is az.

Az y-ra vonatkozo konfidencia intervallum meghatarozasa érde-

kében szamitsuk ki (y+¢&y ) mennyiség oy szorasat. Feltéve, hogy az egyes

x; mennyiségek meérése fuggetlen, akkor az (xi+¢ ) valtozok figgetlenek,
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igy az 0sszeg szorasnégyzete az 6sszeadandok szorasnégyzetének Ossze-
gével egyenlé:
2
2 IL Gf j 2
o, = — | oL (5.22)
Itt ismét kihasznaltuk azt az elhanyagolast, hogy a parcialis deri-
valtak nem valoszinuségi valtozok, hanem konstansok. A relativ szo-

rasnégyzet szamitasa az (5.23) 6sszefiiggés szerint térténik:

(Ty 2~ n af 2 O'xl_ 2
BEES

Az Osszefliggés egyszerusodik, ha az y fliggvény az (5.8.) szerinti

felépitésti. Ekkor az (5.9.) 6sszefliggéshez hasonloan a relativ szoras-

négyzet az egyes valtozok relativ szorasnégyzetének linearis kombinaci-

o 2 N " o, 2
(5] =2 (%) 029

A fenti 6sszefiiggések alkalmazasat a mar korabban is példaként

ojabol allithato elé:

hasznalt V hengertérfogat szorasszamitasan keresztill mutatjuk be, itt a
henger térfogatat az (5.10) 6sszefliggés szerint szamoljuk. A henger D
atmeérdjét és a h magassagot N alkalommal megmeérjik. Kiszamoljuk az
atlagokat, valamint a korrigalt tapasztalati szorasokat:

1 & B 1 &
D:NZDJ hzﬁZhJ

—

N o . N _
Sp =N1—IZ=:‘(DJ_D)2 Sh2=N1 Z(hj_h)z

J J=1
A V térfogat 6sszefliggésbe az atlagos atmérét és atlagos magas-

sagot helyettesitjik be, és kapunk egy kdzepes térfogatot:
.,
V= Df'h (5.25)

Igy a 4 térfogat relativ szorasanak szamitaskor az (5.23) 6sszefliggésben

a B és a Zz szorasaival kell szamolnunk:
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*2 *2
S*Z_SD S*z_Sh
DN Y

E kifejezéseket helyettesitve az (5.24) 6sszefiiggésbe, azt kapjuk, hogy:

U [2j {] (5.26
14 D h

Szukségesnek tartjuk felhivni a figyelmet arra, hogy az (5.2) 6ssze-
fuggéshez fl1zott gondolatmenethez hasonlé eljaras itt is alkalmazhato.
Ha csak az eredé y (vagyis a V térfogat) szérasanak meghatarozasa a cél,
és nem kell vizsgalnunk az egyes komponensek hatasat, akkor egysze-
rubb, ha az alabbiak szerint jarunk el:

Minden Dj, h;j értékpart behelyettesitiink az (5.10) 6sszefliggésbe és
kapjuk a V;, Vo, ,Vn térfogatok sorozatat. Ebbél a szorzatbol szamol-
hatunk atlagot, és tapasztalati szorast is:

= 1 & 0 1 & At
VI—N;V, Sy _N—IZ(V" V)

=1

~

Ha igy szamoljuk az eredé tapasztalati szorast, akkor nem kell dif-

ferencialni, a parcialis derivaltak helyettesi értékét szamolni.

5.4 A mérési eredmény megadasa (rendszeres és véletlen hibak

hatasa)

A meérési eredmény bizonytalansagat befolyasolo tényezék kozul az
5.1. alfejezetben targyaltuk az ismert nagysagu és elgjeltl rendszeres
hibak terjedését, az 5.3. alfejezetben pedig a véletlen hibak terjedését.
Még két hiba-tipust kell megemlitentink, ami hatast gyakorolhat az
eredményre: az egyik a mérési modszer vagy a muszer elvi hibaja, a masik
a muszer pontossaga (pontossagi osztalya).

A miszer elvi hibajara lattunk példat a szinusz-emeld elemzésekor:
a linearis skala el6tt eléfordulé mutaté csak korlatozott bemendjel tar-

tomanyban mutat helyesen: ahol a mutaté valodi szoégelfordulasa és a
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linearisan készitett skala ko6zott elhanyagolhato az eltérést. Hasonlo
rendszeres hibat okoz térfogat mérésnél az, hogyha a mérendé folyadék
hémeérséklete eltér az etalon edény térfogatahoz tartozé rogzitett hémeér-
séklett6l. A meérési modszer — muszer elvi hibaja példaul az, hogy a
hengeresnek feltételezett, és igy kalibralt k6éb6zé tartalynak geometriai
hibai vannak. A modellezési hibak is ebbe a hiba-kategoriaba tartoznak.
Amint a felsorolt példak mutatjak, e hiba szamitasba vétele a hiba ter-
meészetétdl fligg. Ha a rendszeres eltérésre szamérték, vagy a mérendd
nagysagtol figgd figgvény-kapcsolat adhato meg, akkor — amint ezt az
ismert nagysagu és eldjeltt rendszeres hibak esetén is tettiik — a mérés
eredményt korrigalnunk kell. Ha a rendszeres eltérésre konkrét szam-
értéket nem tudunk megadni, csak hibakorlatot, akkor az alabbiakban
leirt modszert kell alkalmaznunk.

A masik hibafajta amit az eredmény megadasanal szamitasba kell
vennunk, az a muszer pontossaga. A muszerek jelentés részét bizonyos
pontossagi megjeldléssel arusitjak. Ez legtobbszor egy relativ érték: pl. ¢
=1.5% vagy ¢ =0.5%. Az esetek tobbségében ez az érték - ha ettdl eltérd
meghatarozast a muszer leirasa nem tartalmaz — azt jelenti, hogy a mu-
szer a pontos x érték helyett az x*d tartomanyon beltil mutat egy értéket,
ahol

a
™100

o=x

Ezt a bizonytalansagot a sorozatgyartasu muszer alkatrészeinek
meéret és anyagmindség ingadozasa okozza.

Ha van lehetéséglink a kalibralasra: dsszehasonlitjuk muiszertinket

egy nala legalabb egy nagysagrenddel pontosabb mérdeszkozzel, akkor a

kalibralas eredményeként kapott korrekcioval modositjuk mérési ered-

meényUunket. Ha nincs lehetéségiink etalonnal 6sszehasonlitani sajat

berendezésiinket, akkor nem tudhatjuk, hogy ez a hiba + vagy — iranyban

modositja eredménytinket. Raadasul az ugyanabbdl a gyartasi sorozatbol

szarmazo masik hasonlé muszer, amelyik hasonlo & pontossaggal meér,
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esetleg pont az ellenkezd iranyba modositja eredménytinket. Ezért a fenti
+0 abszolut eltérést gy kell kezelntink, mint a véletlen hibat és a véletlen
hibak terjedésénél megismert szorasnégyzet-6sszegzéssel kell szamitasba
vennunk.

A fentieket O0sszefoglalva, az allando y mennyiség koézvetett méré-
sére vonatkozo meérési eredményt valamely p valoszintiségi szinten igy

adjuk meg:
Y, =y+4y+U (5.27)

Az y mennyiséget az ismert médon kaphatjuk meg: a kiértékeld

O0sszefliggésbe helyettesitjiik az egyes valtozora meért értékek Z atlagat:

y = f(>_<1,>_<2,...,>_<n) (5.28)

Ha nagysagra és eldjelre ismerjik a fliggvényben szerepld x;valto-
zok Ax; hibait, akkor a Ay korrekcidé az (5.3) 6sszefiiggés szerint szamol-
hato.

Minden x; mért mennyiségre rendelkezéstinkre all a j = 1,2... J

7 - - . ” . - - - . - - *
elem(l mérési sorozat, ebbél kiszamithatéo minden valtozora az s;> kor-

rigalt tapasztalati szoras:

s = Jlli(x x,)? i=12,.n (5.29)
j=1

Minden meért valtozora kiszamithaté a megvalasztott p valoszin(i-
ségi szinthez tartozo w; konfidencia intervallum sugar (amint azt a 4. fe-

jezetben leirtuk).

*

S.
ui ://LS . 5.30
Nl (5.30)

Itt Asta Student eloszlasbol szarmazo érték, J a mérések szama. Az
egyes x; mennyiségeket kuillénb6zd & pontossagi osztalyba tartozé mu-

szerrel mérjik. Ha nincs lehetéségtink kalibralni, akkor a
E.
5i = Xi max |
100 (5.31)
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mennyiség is noveli pontatlansagunkat. A szoérasnégyzetek O6sszegének
megfeleléen (lasd a (5.22) 6sszefliggést) a valtozok véletlen ingadozasabol
€s a muszer gyartasi pontatlansagabdl ered6é U bizonytalansagot
2
u2;2i2:J@f+@ﬂ 6 U=+U? (5.32)
O0sszefliggéssel szamitjuk ki. A szabvany eldirasainak megfeleléen U az U2
pozitiv négyzetgyoke.

A szamitas egy részét masképpen (esetenként rovidebben is) elvé-
gezhetjuk. Ezt az egyszeribb moddszert csak akkor alkalmazhatjuk, ha
minden muszert kalibraltunk, vagyis rendszeres hiba elhanyagolhatok a
tobbi hiba mellett. Mas szoéval kifejezve: az x; mennyiségek mérését csak

véletlen hiba terheli. Ekkor minden egyes mért értéket behelyettesitiink a

figgvénybe, és kapunk egy yi, yo,...ys sorozatot:
Yi= f(X111X21""’Xn1)

Vo = f(xlzaxzza---axnz)

Yy :f(‘le’xZJ’""an)
Ezek segitségével az (5.27) 6sszefliggésben szereplé y étékét atlagolassal

szamitjuk:

i (5.33)

j=1

L.||—\

A y szorasat kozvetlenul az yi, yo,..., ys sorozatbol szamitjuk, és az

U értékét az y-ra szamitott konfidencia intervallum sugara adja.

*2 1 —\ 2
5.34
Sy J 1 = l(yJ y) ( )
s,
UZAMJT (5.35)

Ekkor nem kell az egyes Ax; mennyiségeket kiszamitani, nem kell az
érzékenységi egyutthatokat parcialis derivalassal eléallitani. Latjuk

azonban, hogy ebben az esetben nem tudjuk figyelembe venni az egyes
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mennyiségeket méré muszerek o pontossagat, sem az esetleges Ax;

rendszeres hibajat.

5.5 Alkalmazis: Atmér6é mérés optiméterrel

A meérési példa feladatot tigy valasztottuk meg, hogy a rendszeres
és a véletlen hibak szamitasa szemléletesen bemutathato legyen. A mérés
kulénbségi modszeren alapul. Fontos modszer ez a gépészeti hosszmeé-
rések esetében, mert a modszer alapjan, egy megfelel6 méréhasab kész-
lettel és egy finomtapintoval (optiméter, esetleg induktiv finomtapinto)
lehetéve valik akar 100 mm-nél hosszabb targyak méretének 1 um koérili,
esetleg ezen értéknél nagyobb pontossaggal valo meghatarozasa. A
modszer lényege az, hogy a mérendé targy méretét a finomtapinté meérési
tartomanyanak megfelel6 pontossaggal megmeérjik. A mérégépbe, vagy
meérdallvanyba befogott tapintét a hosszméretnek megfeleléen 6sszealli-
tott méréhasab kombinacié segitségével nullazzuk, majd a meéréha-
sab-kombinacio helyére betessziik a mérendé targyat, és az optiméterrel,
vagy a finomtapintoval megmeérjik a kuilénbséget.

Feladat: 1 db acél csapagygdrgéd (henger) atméréjének mérése és az

eredmény megadasa 95%-os megbizhatésagi szinten, 5 mérés eredménye

alapjan.
Stratégia:
e Modszer: Kulonbségi
o Elv: Optomechanikai, vagy elektromechanikus

o Meérdeszkoz: Fugglleges optiméter, vagy induktiv finomta-
pinto A feluileti érdesség az optiméter (finomta-
pintd) mérési bizonytalansaganal kisebb, az al-
kalmazott mérdeszkoz kivalasztasa tehat indo-
kolt.

Mérés moédja:  Erintéses
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Mérés menete a kiértékeléssel egyuitt (munkaterv) [lasd példaul 5.2]:

1. A munkadarab koézelité atmérdjének megallapitasa kengyeles
mikromeéroével.

2. Az atmeré6t kozelitd méréhasab-kombinacio 6sszeallitasa.

3. Az optiméter zérusra allitasa ugy, hogy a méréhasab kombinaciot
helyezziik az optiméter asztalara a mérdtapinto ala. A beszabalyo-
zashoz durva és finom allitas all rendelkezésre. A muszer skalaja - a
zérus helyzettdl kiindulva - £100 um abszolut eltérés leolvasasat teszi
lehetévé. A mérési modszer ktilonbségi, mert a méréhasab kombinacio
(etalon mindéség) és a munkadarab mérete kozotti ktilonbség kiérté-
kelésén alapul.

4. A méréhasab kombinacio (etalon) mérése 6tszor

5. A csapagygorgd atmérdjének mérése 6tszor.

6. A meért adatok statisztikai feldolgozasa, hibaterjedés (hibadsszegzés)
szamitasa

7. Az eredmény megadasa.

A méreés és a szamitas kivitelezése:

1. A kozelité atmérd kengyeles mikromérével mérve:
D = 3,720 mm
2. Etalon kombinacio koézelité mérete legyen:
E = 3,700 mm
(1 db 2 mm-es és 1 db 1,7 mm-es méréhasab felhasznalasaval)
3. és 4. Optiméter zérusra allitasa és a méréhasab kombinacio mérése
Otszor.
A tablazat célszertien a statisztikai kiértékelés elsé fazisait is tar-
talmazza,

igy az atlagértéket, az eltéréseket (5) és ezek négyzeteit.
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Leolvasott skalaérték

Eltérés az atlagtol [um ]

Eltérés négyzete [ um?]

[um ] o, =X, —X 52
(Eltérés a nulla hely- “
zettdl)

0 +0,3 0,09

-0.5 -0.2 0.04

-1 -0.7 0.49

0 +0.3 0.09

0 +0.3 0.09

X, =—0.3 um Z(Xe,i —)—()2=0,8um2

A tablazatban Xe

a méréhasab kombinacion torténd zérusra al-

litas pontatlansaganak korrekcioéja.

A méréhasab kombinacié6 mérési eredményeinek szoéras négyzete

(mérési sorozat szoras négyzete):

o 1

S, =
J -1

Ly (Xe,i_)_()zzi'OBﬂmz

T4

=0.2um’

S. A csapagygorgd atmeérdjének mérése soran kapott eredmények:

Leolvasott skalaérték

Eltérés az atlagtol [um ]

Eltérés négyzete [ um?]

[nm ] O0,=X,; —X 52
(Eltérés a nulla hely- “
zettdl)
+22 +0,4 0,16
+23 +1,4 1,96
+19 -2,6 6,76
+24 +2,4 5,76
+20 -1,6 2,56
X, =+21,6 um Z(Xa,i _)—()2qu

Ebben a tablazatban Xa

a kullénbség meéreés korrekcioja.

Az alkatrész meérési eredményeinek tapasztalati szoras négyzete

(mérési sorozat szoras négyzete):

5

Ly

i=1

5

T U1 1,1
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6. A méreési eredmény meghatarozasa. Az eredmény altalanos alakja az
(5.16) kifejezésnek megfeleléen:

X=M+X, =X, £U
“M” a mér6hasab kombinacié névleges értéke, + az optiméterrdl leolva-
sott x, atlagérték, a “korrekcié” az optiméter x, nullponteltolodasa, az U

“bizonytalansagot” pedig szamolni fogjuk:

U=+JUZ +U2 +U?
A fenti 6sszefliggésben szerepld kifejezések magyarazata:

U, a mér6hasab kombinacié6 méretbizonytalansaga

U, az alkatrész (csapagygdrgd) mérésének bizonytalansaga

a

U, a méréhasab kombinaciéo mérésének bizonytalansaga

Vegyuk sorra az egyes bizonytalansag 6sszetevéket, amelyek maguk is
rész bizonytalansagokat tartalmaznak. Ezek jellegiik szerint rendszeres

és véletlen hibak.

6.1 A méréhasdb kombindcid méretbizonytalansdga tébb tényezdtol
figg:

B : a méréhasab kombinacié hibakorlatja vagy bizonytalansaga, a
mely minden egyes méréhasabra két, gyarilag garantalt bi-
zonytalansag figyelembevételével szamithato:

E : kozépmeéret megengedett eltérése,

f : megengedett eltérés a sikparhuzamossagtol,

U; : Termikus eredetti hiba, ha az etalon és a munkadarab

hétagulasi egyutthatoi kozott eltérés van.

. 4m L
U, = M[mm]- AT| C].(S{"C-mm}’ ahol AT az eltérés az alap-

hémeérséklettél (20°C), J,a hétagulasi egyutthatok kozotti

kuldénbseég.
Egyenletekkel kifejezve és 6sszefoglalva a fentieket:
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U, =B*+U7

B = +/b? +b2+...4+h?

b, =+E’+f?
Behelyettesitjik a megfelel6 adatokat, figyelembe véve, hogy a
mérdhasab készlet a II. pontossagi osztalyhoz tartozik, és a hdétagulasi
egylUtthatok kozotti kiillonbség, azaz a termikus rendszeres hiba hatas-

tényezdie legyen 6 =15-10"° _HMm_
yezéje legyen J,, LC-mm

b? =b} =Ef, + £, =(05" +02°)um” = 0,29,m’

B? = 0,29um? + 0,29m? = 0,58,m”

A termikus eredetl rendszeres hiba értéke elhanyagolhato az eta-
lon varhato6 legnagyobb hibajahoz képest, ha az etalon és a munkadarab
hémeérséklete megegyezik, és a koézés hémeérséklet eltérése az eldirt ho-

meérséklethez +3°C:

U, =37mm-2C-15—"  _17.10°um
°C-mm

Igy a méréhasab méretbizonytalansaganak négyzete a kovetkezo lesz:

U2 =0,58um’

6.2 A mérés kivitelezésének (mérdeszkdz, mérési munka) hibait
ugyancsak a négyzetes hibaterjedés szabalya szerint 6sszegezzik, mind
az etalon, mind a munkadarab esetében:

Uiy =Veu+6’
"V' a mérés megbizhatosagi (konfidencia) intervalluma az 5.4 fejezetben
leirtak szerint szamolva (p=95%, Student eloszlas szabadsagi foka 4,
As=2.78):

S _ 27894 _054um

NG

V, =4,

e
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S 27829 _ 557 um

J5 J5

Legyen "8" a muszer (optiméter) bizonytalansaga. Varhaté legna-

V, =4,

a

gyobb értéke a muiszerkényv adatai szerint a teljes mérési tartomanya-
ban: 6= 0.2 um.
A mérés kivitelének eredd bizonytalansaga, illetve a késébbiekben
val6 felhasznalas miatt ennek négyzete, az alabbi lesz:
Az etalonra:
U2 =(0.54zm)* +(0,2um)* = 0.33um?
A munkadarabra:
U2 =(6,21zmy +(0,2um)* =38.6.m?

Az 6sszes eredd mérési bizonytalansag:

U=+JUZ +UZ+U? =+,/0.58um? +0.33um? +38.64m? = +6.28,m = +6,m

Az eredményben lathato kerekités mértéke a mérdéeszkdz bizony-
talansagaval (6=t 0.2 um) fiigg 6ssze. A kerekitést a szamitasi muveletek
végén végezzUk el, és Ugyelink arra, hogy az eredményben megadott
pontossag a muszer "képességeivel” 6sszhangban legyen. Az indokolatlan
tizedes jegyek nem csak feleslegesek, hanem feltiintetésiik egyenesen
félrevezetd is lehet, hiszen a felhasznaloéban azt a képzetet keltik, mintha
a meérést az eredményben megadott pontossagnal nagyobb feloldasu

meérdeszkozzel végezték volna el.

7. Végezetul az optiméterrel végzett csap-atméré meérés eredmeényét, 5-5
meéreés alapjan, 95%-os szignifikancia szinten:
X=M+X, —X, £U
= 3,700mm + 21,6 m — (— 0.3)m # 6,m = 3,722mm + 6,m

X| P=95%

Az 5. fejezet irodalma
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6. A VALTOZOK KOZOTTI KAPCSOLAT VIZSGALATA

A meérndki gyakorlatban sokszor a valtozok kozotti kapcsolatot
vizsgalunk méréssel. Azt keresstik, hogy az egyik valtozo kiillonbo6zé ér-
tékeinek hatasara a folyamat mas valtozoi milyen értékeket vesznek fel.
Ilyen valtozok ko6zotti kapcsolat az egyes gépek jelleggérbéje: egy belso-
égésl motor fordulatszam-nyomaték Osszefliggése vagy egy szivattyu
szallitomagassag-térfogataram kapcsolata. A mérnoki gyakorlatban a
vizsgalt folyamat determinisztikus jellege miatt a valtozok kozotti kap-
csolat léte és a kapcsolat fliggvényszer1 volta elfogadott.

Ebben az esetben a kapcsolatot méréssel igyekeztink feltarni. A
meéréseinket hiba terheli, igy (két valtozot tekintve) nem a mérési pontok
O0sszekotése (példaul interpolacios polinommal), hanem a pontok kézott
halado “kiegyenlité” grafikon ad helyes tajékoztatast a két valtozo kap-
csolatarol. Ekkor a “kiegyenlité” gérbe megrajzolasa vagy egyenletének
meghatarozasa a méréskiértékelés célja. Ilyen tipusu kérdések kezelésé-
re bemutatjuk a legkisebb négyzetek, Abraham Wald és a kiegyenlit6
spline modszerét. Whittaker [6.8] és Nyiri [6.9] modszerei megtalalhatok
a jelzett irodalomban.

A szorosan vett mérnoki-laboratoriumi tevékenységen kiviil a tar-
sadalmi és gazdasagi életben eléfordulo szamos valtoz6 mennyiség ko-
z6tt a kapcsolat nem feltétlentll determinisztikus. Nem allithatjuk pél-
daul, hogy figgvénykapcsolat van az egyetemre felvett hallgatok felvételi

pontszama és valamely félév végén elért sulyozott atlaga koézott, vagy egy

folyo vizgyujté tertuiletére hullott csapadék mennyisége €s a folyo viz-

szintje k6zo6tt.

Ezért logikusan felteheté az a kérdés, hogy valamely két valtozo
kozott létezik-e kapcsolat vagy sem és e kapcsolat véletlenszeri vagy
fuggvényszerti-e. Illyen tipusu kérdésre ad valaszt a korrelacios egytutt-

hato és a korrelacios index.
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6.1 Korrelacios egyiitthato

A korrelaciés egyutthaté matematikai megfogalmazasa el6tt egy
olyan gondolatmenetet mutatunk be, amely egyszertl fogalmak segitsé-
gével teszi kézzel foghatova a korrelacios egytitthatdo matematikai defini-
ciojat (lasd Felix-Blaha [6.1] kényvében).

Tekintsiink két valtoz6 mennyiséget — legyen ez £ és 5 — és alljon
rendelkezéstinkre egy megfigyelés sorozat: (&1, ni1), (&2, N2 ),...,( &, Nn). Ez
azt jelenti, hogy az egyik valtozo & értékéhez a masik valtozo nj értéke
tartozik. Szamitsuk ki mindkét valtozo atlagat:

E:lzgj 77: iﬂj

Jj=1 j=1

=

Abrazoljuk a rendelkezéstinkre allo értékparokat egy olyan koor-
dinata rendszerben, ahol az origéhoz a ( & n) értékpart rendeljik, és a
tengelyekre a (& - & )és az (7j— n) mennyiséget mérjiik fel. Minden mé-
rési pontban szamoljuk ki a ¢; mennyiséget:

¢ :(fj —5)(77] _77)

U/

Ci>0

¢ <0

Ei- O

¢; >0 /
+ +ci <0

B\

6.1 abra
A tapasztalati korrelacios egyttthato
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Az els6 és harmadik siknegyed pontjainal ¢j > 0, mig a masodik és
negyedik siknegyedbe esé pontokhoz ¢ < O érték tartozik. (lasd 6.1 abra
a. része). Képezzik a j = 1,2,....,n pontokra a ¢jmennyiségek alabbi 6sz-

szegét:
C=20(,~ &, 1) (6.1)
=
Ha a pontok a 6.1 abra b. részében bemutatott I. jelti savba esnek,
akkor — az origo kérnyezetében 1évé pontoktdl eltekintve — ¢; > 0, és igy a
C > 0. Ha a pontok a II. jeltl savba tartoznak, akkor C < 0. Ha a pontok
kb. egyenletesen oszlanak meg a négy siknegyedben, akkor C = 0. Vagy-
is a (6.1.) 6sszefliggés szerint szamolt C érték a pontok elhelyezkedésére
vonatkozo informaciot hordoz. A C mennyiség nagysaga fligg a pontok
szamatol és a ¢ és p valtozok ingadozasanak mértékétol.
Ezért, ha kulénb6z6 megfigyelés-sorozatokat akarunk 6sszehason-

litani, akkor célszerti a mérések szamaval (n) és a valtozok ingadozasara

jellemzé ss és sy tapasztalati szorasokkal elosztani a C mennyiséget:

Illi (éj _g) (’7j _73)

p(E ) =—"F (6. 2)

S§ Sn

Az igy kapott p(&, n) mennyiséget nevezik a (& n) valtozok tapaszta-
lati korrelacios egyiitthatojanak. Az informaciot hordoz6 szamlalé ne-
ve: tapasztalati kovariancia. E gondolatmenet alapjan a p(&, n) tapasz-
talati korrelacios egytitthaté értékével globalisan jellemezheté a pontok
elhelyezkedése a (£, n) sikon.

A (6.2) 6sszefliggés altalanositasa az (6.3) 6sszefiiggés, ahol az atla-
gok helyett a varhato érték, a tapasztalati szorasok helyett pedig a og és

a oy szorasok szerepelnek:

M[(& ~M(£))n—M(n))] (6. 3)

O-f O-TI

r(&.n) =
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A (6.3) oOsszefliggés az r(&, n) korrelacios egyiitthato definicigja.
Tulajdonsagainak részletes vizsgalata megtalalhato pl. Prékopa [3.2]
kényvében, itt mi csak néhany, a muiszaki alkalmazasok szempontjabol
fontos tulajdonsagot emeltiink ki. A (6.3) 6sszefliggés alakjabol kovetke-
zik, hogy szimmetrikus:

rign)=rmn¢)

Szamunkra legfontosabb tulajdonsag az, hogy ha |r(£ n) = 1, akkor
a valtozok ko6zotti linearis kapcsolat van. A vonatkozé matematikai alli-
tast — amelyet fontossagara valo tekintettel bizonyitunk — az alabbiak-
ban fogalmazzuk meg:

Legyen & és n két valoszinUiségi valtozo, a (létezd) varhato értéket
M(&) és M(n) jeldli, a szorasok jele og és a oy. Definialja az r(&, n ) korrela-
cios egyutthatot a (6.3) 6sszefliggés. A bizonyitando allitas kétiranyu:

(a) ha &és n kozott linearis kapcesolat van, (vagyis n = aé + b, ahol

a, b allandok) akkor r(£, n)=1 haa>0,
(b) ha |r(& n)= 1 akkor ebbdl kovetkezik a két valtozo kézotti linea-
ris kapcsolat.
Az allitas els6 részének bizonyitasa: legyen
n=aé+b ; a>0
Ekkor M(n) =a M(¢ ) + b, és 0, = ace a varhato értéknek és a szorasnak a
3. fejezetben bemutatott tulajdonsagai miatt. Ezeket a (6.3) formulaba

helyettesitve azt kapjuk, hogy

(e.) = MIE-M(E)ag - ar )]

A szamlaloban az a kiemelése utan a & valtozo szorasnégyzetét definialo
O0sszefliggés marad, igy az egyszerusités utan
ren)=1.
Hasonlé modon lathato be a < O esetén az r(&, n) = -1 allitas is.
Az allitas masodik részének bizonyitasahoz hasznaljuk a kévetkez6 jelo-

léseket:
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_§_M(§) - *_77_M(77) (6 4_)

A §*és az n "u.n. standardizalt valtozok, amelyekrdl felirasuk alapjan
lathatjuk, hogy

M(c*) =0 és Mmn%)=0
és azt, hogy

o= 1 és o+ = 1.

Tudjuk tovabba azt is, hogy

o> =t=mle ) mle ) ©. 5
o2 =M(p?) =1 (6. 6)
A (6.4) jelolések alkalmazasaval a (6.3) formula igy irhato:
r(g‘,n):M[g_M(é).U_M(U)J:M(g*-77*):1 6.7)
O'f O',7

Vizsgaljuk meg a (§* - n%)? kifejezés varhato értéket:
M(S*-n*P =M(SZ-2§*n* +n*2)=MS?)-2M(S* n*) + M(n*)
Ez utobbi egyenléség a varhato érték linearitasanak kévetkezménye. A
(6. 5), (6. 6) és (6. 7) egyenldéségek kovetkeztében azt irhatjuk, hogy
M(S*-n*P=0
Ennek koévetkezménye az, hogy &£* = n* A (6. 4) Osszefliggéseket ebben

helyettesitve majd rendezve kapjuk a keresett eredményt:

n=&"" - M)+ M(y)
O O¢

Alkalmazva az

a=7" & b=M@)-ME"
O O

jeloleseket, akkor a két valtozo kozott linearis kapcsolatot

n=aé+b
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alakba irhatjuk. Vagyis belattuk azt, hogy ha a korrelacios egyttthato
egyenld eggyel, akkor a valtozok kozotti kapcsolat linearis.

Az elméleti jellegti vizsgalatoktol eltekintve, a mérndki gyakorlatban
mindig megfigyelési adatok — minta — alapjan kivanunk becslést adni a
korrelacios egyltthato értékére. E becslés kiszamitasara szolgal a (6. 2)
jelt osszefliggés, a tapasztalati korrelacios egyutthatoé formulaja. A
szamitas célja legtdbbszor az, hogy a (£ n) grafikonba felrakott mérési
pontok képszerli benyomasan tul, objektiv modon, szamszerten jelle-
mezzUk a valtozok koézotti linearis kapcsolat erésségét. Gyakorlati ta-
pasztalatként fogadjuk el, hogy ha a megfigyelési adatokbol szamolt ér-
tek

(s, n ) < 0.6 ~0.7
akkor a valtozok kozotti kapcsolat laza (véletlenszer(i), a véletlenszeri-
ség és a linearitas egyarant alakitja a kapcsolatot. Ha
(& n) > 0.9
akkor mondhatjuk, hogy valtozok k6zotti kapcsolat mérnéki szempont-
bol linearisnak tekinthetd, amit kis mértékben befolyasolnak véletlen
hatasok is.

Hangsulyozni kivanjuk, hogy a korrelacios egyttthato értéke a val-
tozok kozotti kapcsolat linearitasara ad felvilagositast, és nem arra,
hogy a kapcsolat fliggvényszeru-e vagy sem. Ezt magyarazando, mutat-
juk a kovetkez6 példat. Legyen & egyenletes eloszlasu a [-1, 1] interval-
lumban, és legyen n = &2, a két valtozo koézott tehat figgvénykapcsolat

all fenn. Szamitsuk ki a korrelacios egytitthato értékeét:

M@ =0, M(r)=mle?) = o2

)Ml —ot)_mle)-otmle)

O-cf'a 65.67].

r(cf,n

n
Vagyis a korrelacios egyutthato értéke nulla, a figgvénykapcsolat

fennallasa ellenére. A matematikai indokolas mellett emlékezzlink visz-
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sza a (6.1) abrahoz fz6tt gondolatmenetre. Jelen esetben a fliggvény-
kapcsolat szimmetrikus volta miatt kapjuk a C =0 eredményt. (Lasd a

6.2 magyarazo abra).

-1 & 1
6.2. abra. Magyarazat a korrelacios egytitthatohoz

Ez az ellenpélda mutatja, hogy nem a kapcsolat fliggvényszertisé-
gét, hanem linearitasat tirkézi a korrelacios egyutthato. A kapcsolat

figgvényszerliségét mutatéo mennyiséget a 6.6. pontban ismeriink meg.

6.2 Alkalmazas: a korrelacios egyiitthatoé hasznalata

Az egyetemi felvételi eljarasban a koézépiskolai eredményeket az u.
n. “hozott pontok” fejezik ki, ez néhany kivalasztott koézépiskolai targy
osztalyzatanak 6sszege. Feltehetd az a kérdés, hogy a hozott pontok (a
kozépiskolai eredmény) és a késébbi egyetemi félévekben elért eredmény
kapcsolatban all-e egymassal. Az 6.3. abran az egyik tengelyre felmeér-
tik a hozott pontokbdl szamitott felvételi pontszamot (& valtozik 80-120
pont kozott), a masik tengelyre a néhany félév soran kialakult “gbrge-
tett” atlagot (7; valtozik 2-5 kozo6tt). A 6.3. abrabol lathato, hogy nincs
linearis figgvénykapcsolat a két valtozo kézott, a kapcsolatot dontéen a
véletlen hatarozza meg. A tapasztalati korrelacios egyutthato értékét a
(6.2) osszefliggés felhasznalasaval szamitottuk ki és p(£,7)=0.258 értéket
kaptuk.
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gorgetett atlag

6. 3. abra. A felvételi pontszam és a féléves tanulmanyi atlag kézotti
kapcsolat

6.3. A legkisebb négyzetek modszere

Az alabbiakban ismertetett modszer felfedezodje és elsé alkalmazo-
ja Karl Friedrich Gauss (1777-1855), aki a modszert 18 évesen, 1795-
ben fedezte fel. A valoszinlUiség szamitasi hatteret Andrej Markov (1856-
1922) orosz matematikus kapcsolta Gauss gondolatahoz. E modszer
hatékonysagara jellemz6, hogy napjainkban a legtébb, matematikai
modszerekkel dolgozo programcsomag beépitett eljarasként tartalmazza,
szamos koényv foglalkozik vele (lasd pl. Y. V. Linnik [6.2] munkajat.)

El6sz6r bemutatjuk a modszer alapgondolatat, statisztikai hattér
nélkul, majd ezt koveti a tételszerti megfogalmazas, bizonyitassal.

A modszer alapédtletét a 6.4 abra mutatja be.
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s/

6. 4 abra. A legkisebb négyzetek modszere

Tételezzik fel, hogy az (y, x) valtozok kozott linearis kapcsolat all
fenn:
Y =00+ aix

Rendelkezéstinkre all az {xj,fj }?’:1

szamparokbol allé mérési soro-
zat. Célunk az, hogy a mérési sorozat alapjan meghatarozzuk az egye-
nes @, és a; paraméterének @, € @, becslését. A szamitas alapgondola-

ta az, hogy minden x; mérési pontban kiszamitjuk az egyenes és a méré-

si pont y iranyu eltérését (lasd az 6.4 abran a §; értéket.), és képezzik e
mennyiségek négyzetdsszegét. Az dsszeg tartalmazza a keresett @, és @,

paramétereket. Azt az @, ¢ @, értéket fogadjuk el, ahol ez a “hibanégy-

zet” jellegti 6sszeg @, és @, fliggvényében felveszi a minimumat.

O;=¢,— ¥j=¢ _(“oJr“lXj)

N 2
D(ao’al):Z(fj_ao_alxj) (6 8)
=
Legyen
al)(at>"'a1):() éS al)(ao’al)zo (6 9)
oa oa,

o
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Szamitsuk ki a parcialis derivaltakat. Az els6 egyenlet az ao szerinti

derivalt, a masodik az a1 szerinti derivalas eredménye

N

_22(51 -a, _alxj)ZO
j=1

N

_ZZ(‘f/‘ -a, —alxj) x, =0
=1

J

Egyszerusitések és rendezés utan kétismeretlenes linearis egyenlet-

rendszert kapunk:

N N
Ne, +alzxj 2251 (6. 10)
=

j=1

0 D Xj 00 D X =D X & 6. 11)

al =j:]\1/—2 (6. ].2)
Z(x,- _;C)
j=1
a,=&—a,x (6. 13)
Az utobbi két 6sszefliggésben az
-1 - 1Y
xzﬁzlxj és ‘f:ﬁz g,

J=1

jeloléseket hasznaltuk. E gondolatmenet a 6. 4 abra jeloléseire tamasz-
kodva megadja a ponthalmazhoz illeszked6 egyenes paramétereinek ki-
szamitasi modjat, de ehhez nem ko6t semmiféle valoszintiség szamitasi —
statisztikai megfontolast. Igy az eredménytil kapott egyenest is csak a
pontok ko6zé rajzolt grafikonja alapjan tudjuk értékelni: latjuk, hogy a
pontok koézott halad. De a pontok kézé mas paraméterekkel is tudunk
egyenest rajzolni. Ezért az egyenes josaganak megitéléséhez a

valoszinUiségszamitas eszkozeit kell segitségtil hivni.
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Fogalmazzuk meg altalanosan a fenti modszert és a hozza tartozo
valoszinlUiségszamitasi allitast. (Ez a Gauss-Markov tétel, megtalalhatjuk
pl. Rényi [3.1] konyvében). Feltételezzik, hogy:

» Az x és y valtozok kozott polinomialis figgvénykapcsolat van:
y=a,+ax+..+ax" :Zaixi (6.14)
i=0
amelyben nem ismerjuk az ao, ai, ..., an paramétereket.
» E paraméterek becslésére méréseket végziink. A mérések soran
pontosan be tudjuk allitani az x értékeket, mig az y valtozora vett
meérések ¢ eredményét normalis eloszlasu, nulla varhato értéeku

véletlen hiba terheli.

=y +e, ’geN(O,O'y) j=12,....N (6. 15)

A mérések eredménye: {X iSi }'j\':l

» A S, ( j=L2...N ) meérési eredmeények fliggetlen valoszintiségi val-

tozok.
A Gauss-Markov tétel allitasa: ha legkisebb négyzetek modszerével be-
csuljuk az (6.14) egyenlet ismeretlen parameétereit (az ao, @i1s... @n €rté-
kek becslései a o, a1, ...,an), akkor
M (a0) = ao, M(a1) =ai, M(an) = an

Vagyis a becsult allandok varhato értéke megegyezik az elméleti értékkel
(torzitatlan becslés). Az allitas tovabbi része az, hogy a

st = li(; _ia,xé]z

Y N-(n+)5\7 T
korrigalt tapasztalati szorasnégyzet torzitatlan becslése oy-nak.
Tekintstk at az elsé allitas bizonyitasat. A becslés ugyanugy torténik,
mint a fejezet elején bemutatott (egyvaltozos linearis) esetben. Minimali-
zaljuk az alabbi négyzet-6sszeget

[éj— n aixjj (6. 16)

i=0

D( SNsA ,...,an):

N
J=1
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(Nem vizsgaljuk a lokalis minimum létezésének feltételét). A minimumot
a megfelel6 parcialis derivaltak nulla helye adja meg, derivaljunk ax sze-
rint (k=0, 1,...n):

aD N n ) P

—=-2 — > ax x; =0

L 23e-Fan s
A megoldandé linearis egyenletrendszer (n+1 egyenlet, n+1 ismeretlen) a

kovetkezb:

S YAt =S et k=0l (6.17)
-0 -l =

Ez az az egyenlet, amelynek a megoldasabdl kapjuk meg az «,, ¢, ,...,,

becsléseket. A bizonyitas folytatasahoz vegylik mindkét oldal varhato
értékét és hasznaljuk ki, hogy (6.15) és (6.14) szerint:

S M(e)> % =0 S x k=0, 1, .n (6.18)
; =0

Ez utobbi egyenléség csak akkor marad igaz barmely xjés N értékre, ha

M(a)=a, i=0,1,..n (6. 19)

1

Ezt kivantuk bizonyitani.
Rényi [3.1] kéonyvében még tdbbek kozott azt is bizonyitja, hogy a (6.15)
feltételben szereplé oy szorast a meérési eredményekbdl az sy korrigalt
tapasztalati szorassal becsuilhetjuk:
5 = li(g —ia.x’lT (6.20)
Y N-(n+)5\ S
Meérlegeljik mérndki szempontbol a legkisebb négyzetek modszerének

elényeit és hatranyait.
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Elényok:

© a modszer rendkivil elterjedt, a szinte mindegyik matematikai - sta-
tisztikai programcsomag tartalmazza felhasznalo-barat feldolgozas-
ban. Formalisan az is tudja hasznalni, aki nem ismeri matematikai
hatteret,

© Rényi [3.1] konyvében is megtalalhato az a bizonyitas, amely szerint
a fenti allitas igaz marad sokvaltozos linearis formara is,

© igaz marad a tétel akkor is, ha a fliggvénykapcsolat
y=2a0x) (6. 21)
i=p

alakt, ahol ¢, (X) teljesen ismert flggvény és az ismeretlen a;

egylUtthatokat kivanjuk meérési eredményekbdl becstilni.

A koénnyu és gyakori alkalmazas mellett szamos elénytelen tulajdonsag-

gal is szembe kell néznuiink:

® Az elsé feltétel azt igényli, hogy pontosan ismerjuk a vizsgalt valtozok
kozotti kapcsolat matematikai felépitését, és ezt polinomialis vagy a
(6. 21) egyenletben megadott alaku legyen. Itt nem arrol beszéliink,

hogy az ismeretlen fliggvénykapcsolatot pl. polinommal kézelitjik,

hanem arrdl, hogy a vizsgalt kapcsolat polinomialis. E feltételt szigo-
ru, sajnos meg kell allapitanunk, hogy alig-alig, vagy egyaltalan nem
ismerink olyan a valosagban lejatszodo folyamatot, amelynek ponto-
san ismerjuk matematikai felépitését. Ezért ez a feltétel a muszaki
gyakorlatban szinte soha sem tarthato be.

Ha csak kozelitéleg ismerjuk a folyamat leirasat (példaul elha-
nyagolasokkal modelleztink), akkor a legkisebb négyzetek modszere
a “kozelitést” (a modellt) kozeliti, és eredménye semmit sem mond
arrol, hogy a modell j6 vagy sem.

Ha kozelité faggvényre alkalmazzuk a legkisebb négyzetek
modszerét, akkor a bevezetésben mutatott szemléletes geometriai
hattér koévetkeztében mindig a pontok “k6éz6tt” halado grafikont fo-

gunk eredményként kapni. Elveszett azonban a tétel statisztikai alli-
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tasa. Igy csak “vizualisan” tudjuk megitélni, hogy a kapott grafikon
jo vagy nem jO.

® A masodik feltétel — lasd (6.15) egyenlet — azt mondja ki, hogy az
egyik valtozot pontosan be tudjuk allitani, és méreési hiba csak az y
jela figgd valtozot terheli. A muiszaki gyakorlatban ritkan fordul eld,
hogy az egyik meért valtozo “pontos” legyen, vagyis mérési hibaja
nagysagrendekkel kisebb legyen mint a masik valtozo pontatlansaga.
Ilyen eset példaul, ha mérésadatgytjté kartyaval és programmal fi-
gyelink meg egy id6ben valtozo folyamatot. Ebben az esetben az al-
kalmazott eszk6zok tulajdonsagaibol koévetkezéen azt mondhatjuk,
hogy az idémeérés (a mintavételi frekvencia) hibaja elhanyagolhato a
megfigyelt valtozo ingadozasahoz képest, a masodik feltétel teljesithe-
t6. A gyakorlati esetek zomében mindkét valtozot figyelembe veendé
hiba terheli, ezekben az esetekben a legkisebb négyzetek modszere
csak az egyik valtozo bizonytalansagat veszi figyelembe.

Osszefoglalva a legkisebb négyzetek modszerével kapcsolatos gon-
dokat, meg kell allapitanunk, hogy a tétel matematikai feltételeit m-
szaki oldalrél a legritkabb esetben tudjuk betartani. Igy az értékes sta-
tisztikai allitast is csak ritkan tudjuk kihasznalni. Az esetek t6bbségé-
ben a legkisebb négyzetek modszerével nyert kozelité fliggvényt csak
“vizualisan” tudjuk értékelni.

Ha polinomialis kozelité figgvényt valasztunk, akkor a polinom
fokszamanak megvalasztasara Ralston [6.3] javasolja az alabbi mod-
szert:

Az adott ponthalmazt kozelitstik elészor elsé6fokt polinommal, en-
nek ao; és ai; egyutthatgjat hatarozzuk meg. Ezt kévetéen hatarozzuk

meg az
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“marado” szorasnégyzet értékét. Vegylink ezutan masodfoku polinomot,

ennek ao2, aiz, aze egyutthatoit hatarozzuk meg, majd szamitsuk ki az
s; maradoé szorast:

N
Si = IL;(SEJ — Oy — OX _a22X§)2
Ezt az eljarast kovetve, hatarozzunk meg néhany, névekvd fok-
szamhoz tartozé marado szorasnégyzetet. Ha a vizsgalt fliggvénykapcso-
lat jol kozelitheté polinommal, akkor marado szorast a fokszam fliggveé-

nyében az 6.5 abra szerint fog valtozni.

marado szoras
P

0 1 2 3

fokszam

1

6. 5 abra. A “marado” szoéras valtozasa a fokszam fliggvényében

(A diszkrét pontokat csak azért koétotttik Ossze szaggatott vonallal,
hogy a valtozasi tendenciat érzékeltesstik). Az 6.5. abra azt mutatja,
hogy a marado szoras n=1 és n=2-hdz tartozo értéke kevéssel tér el
egymastol, mig n=3-nal jelentésen csdkken, majd n tovabbi ndvelése
ismét csak kevés valtozast idéz el6. Azt az n értéket szoktak a kozelité
polinom fokszamanak valasztani, ahol a jelentés csékkenés tapasztalha-
to (esetinkben n=3).

A kozelité polinom fokszamanak meghatarozasara az alabbi 6.4

pontban bemutatott korrelacios index is lehetéséget ad.
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6.4 Korrelacios index

Az (x,&),(x,,5))...(xy,&,) mérési sorozatot az
yv=f(xa,,a,..,a,)
figgvénnyel kivanjuk koézeliteni. A fliggvény ismeretlen a ,a,,..a, egyutt-

hatoit a legkisebb négyzetek modszerével becstiljuk. A tovabbiakban

hasznaljuk az
=10, Yy =2(X,),n Yy = Y(xy) jelolést. A
H=(,,4,,..8y) ésaz Y =(y,V,,Vy)

valtozok kozotti korrelaciot az I(H, Y) korrelacios index meéri (Lasd:

Lukacs 0.[6.4]):

2 —
K= 1 DD 6.22)
\ D™ (H)
A fenti minta alapjan a tapasztalati korrelacios index:
< 2
Z(é:j - yj)
i(HY)= 1-5—— (6.23)
Z(yj - J7)2
j=1
ahol
I B
yE 2

J=1

Minél koézelebb van a korrelacios index egyhez, annal ,jobban” koézeliti
meg a ponthalmazt az y=f(x) figgvény. Bizonyitas helyett csak utalunk
arra, hogy ,jo” kozelités esetén D?(H-Y) kézel van a nullahoz, igy (6.22)
szerint I(H, Y) kozel van egyhez. A koévetkezé 6.5 pontban latni fogjuk a

korrelacios index alkalmazasat
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6.5 Alkalmazas: polinomialis kozelités a legkisebb négyzetek

modszerével.

Az 6. 6. abra és az alatta 1évé tablazat mérési eredményeket mutat
(szivattyu h jelti szallitomagassaga a q jelt1 térfogataram fliggvényében,
mindkét valtozo dimenziotlan formaban feldolgozva). A pontok grafikon-
ba felrajzolt képe alapjan mondhatjuk, hogy sem linearis, sem masodfo-
ku parabola (amelynek nincs inflexios pontja) nem adhat elfogadhato
kozelitést. Ezért a harmad, negyed és 6todfoku parabola-kozelitéssel

probalkoztunk.

A . ‘
8 \i'"'w“"‘-\

rudil R R \

Ne q h Ne h Ne q h
1 0 10. 2 7 3 7.8 13 7.2 5.1
2 0.5 9.3 8 3.7 8.6 14 8 3.4
3 1 8.4 9 4.5 8.8 15 9.5 1

4 1.5 8.1 10 5 8.3 16 10 0.2
5 2 7.5 11 6

6 2.5 7.9 12 6.5 6

6.6. abra. Ktlonbo6zo fokszamu kozelitések 6sszehasonlitasa
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A 6.6. abraba berajzoltuk a legkisebb négyzetek modszerével megha-
tarozott, mindharom polinom grafikonjat (a negyed és az 6tédfoku poli-
nom grafikonja az abrazolt sikrészen gyakorlatilag fedik egymast). A
kozelité polinom alakja:

ys=asq®°+asq? tasqd+tazq?+aiq tao

A legkisebb négyzetek modszerével az alabbi polinom egyutthatokat
kaptuk:

Kozelités as a4 as az ai ao i
foka

harmad -0.019 +0.17 -0.7796 |+9.454 0.975
negyed +0.0107 [-0.2292 |+1.4575 |-3.3402 |+10.383 |0.9962
otod -0.0003 | +0.0171 [-0.2839 |+1.648 -3.575 +10.431 |0.9962

6.2. tablazat. A koézelité polinom egyutthatoi

Meghatarozhatjuk a kozelités fokszamat az alabbi modszerrel is. Je-
16]je a fenti polinomokkal kapott kozelité figgvény értékét yys) (xi), yYulxi)
és ys)(xi). Kiszamitottuk és a 6.2. tablazat utolsé oszlopaban feltiintet-
tik a kulénboz6 fokszamokhoz tartozo ifh, y3) ), i(h, yu ), €s a ifh, ys)
tapasztalati korrelacios index értékét is. A negyed és 6tddfokua kozelités
kozott mar nincs (lathato) kiilonbség, ezért elfogadjuk a negyedfoku ko-
zelitést.

Megjegyezziik, hogy a koézhasznalatban 1évé EXCEL programban a
“Trendvonal” menUpont aktivizalasaval tudjuk meghatarozni a legkisebb
négyzetek modszerének egyuitthatoit. Lehetéségiink van arra is, hogy a
program ne csak megrajzolja a trendvonalat, hanem a grafikonon az
egyenlet és a tapasztalati korrelacios index négyzetének értékét is (prog-

rambeli jele R?) is megjelenjen.
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6.6 Abraham Wald modszere

A Wald [6.5] kidolgozott egy modszert, amely egyvaltozos linearis
fuggvénykapcsolat esetén mindkét valtozot terhelé hibat kezelni tud-
ja. Bemutatjuk a vonatkozo matematikai tételt és a hasznalatat, a sza-
mitasi modszert. A bizonyitasat tekintve utalunk az irodalomra. (Wald
Abraham a Kolozsvari Piarista Fégimnaziumban érettségizett 1921-ben,
Amerikaban dolgozott, a modern matematika statisztika egyik megala-
pozojaként tartjuk szamon.)

Legyen a két valtozo kozott linearis a kapcsolat

Y=0ao+ax (6.24)

Mindkét valtozora vonatkozo méréseket normalis eloszlasu, nulla

varhato értékti véletlen hiba terheli.

& =X+, 5, € N(00,)
ni=y;te & € N(O,oy)

A rendelkezéstinkre allo {f 1, }j]:] ponthalmaz alapjan, az alabb leirt

modszerrel ao és a; torzitatlan becslést hatarozhatjuk meg:

M (o) = a0 és M(ai) = a;.

Wald altal javasolt szamitasi modszer egyszeri és a 6.6. abra alap-
jan kénnyen megjegyezheté. Abrazoljuk a mérési pontokat a (&,7) koor-
dinata rendszerben. Rendezzlik sorba a pontokat a & valtozé szerint, le-

gyen a rendezett halmaz jele {5},77}}. A rendezett {5}} értéekek ,tartsak

meg” a hozzajuk tartozo {77_’/. }értéket:

120



£ <& <LSELSE, S LS

!/ !

moom ny

A sorba rendezett halmazt osszuk ketté egy énkényesen valasztott r
indexnél. (A r index megvalasztasara késébb visszatériink). Szamitsuk
ki az 1-t6l r-ig, valamint az (r+1) -t6l N-ig terjedd pontok sulypontjat

(lasd a 6.7. abran az S; és S» sulypontok). Az S; sulypont koordinatai:
= 1G,, - 1&
51:*2(:/" ”IZ*Z”N
"= s
Az Sosulypont koordinatai:

L R A
2 ;i 772—N_r' 1;

N_rj:rJrl

6. 7 abra. A. Wald modszerének bemutatasa.

Szamitsuk ki annak az egyenesnek a meredekségét, amely atmegy a

két rész-halmaz sulypontjan:

o ="1"" (6. 25)
52 - 951
Szamoljuk ki az egész ponthalmaz sulypontjat:
e= Y ¢ =1y
N j =N . ;

J=1
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Végiil az egész ponthalmaz ( § 1 ) stlypontjan at htizzunk a;
meredekségu egyenest, amelybdl:
a,=n-a,& (6. 26)
A.Wald [6.5] bebizonyitotta, hogy az (6.25) és (6.26) 6sszefuiggéssel
meghatarozott becslések torzitatlanok:
M (ao) = ao és M(oi) = as

«,.»
r

A modszer ismeretében a korabban 6nkényesen valasztott index
helyzetérdl a kovetkez6t mondhatjuk. Az egyenes meredekségének becs-
lése annal “pontosabb” lesz, minél tavolabb van egymastol a két rész-
halmaz sulypontja. Ezért kell a pontokat sorba rendezni és olyan koéze-
pes indexnél huizni meg a két részhalmaz hatarat, hogy a két sulypont
kozotti tavolsag “viszonylag nagy” legyen. Mas oldalrol koézelitve ugyan
ezt a kérdést: ha tudjuk, hogy a két valtozo kozotti kapcesolat linearis,
akkor ,felesleges” a tartomany belsé pontjaiban mérni, azonos mérés-

szam esetén legjobb becslést akkor kapunk, ha az intervallum elején és

az intervallum végpontja kérnyezetében koncentraljuk méréseinket.

6.7 Alkalmazas: egyenes egyiitthatoinak becslése

Wald modszerével

Csdévezetekbdl kifolyd viz mennyiségét kobodzéssel tudjuk meghata-
rozni. A mérés ugy torténik, hogy a vizet egy kdb6z6 edénybe vezetjuk,
amelynek az oldalahoz szintmutaté tivegcsd csatlakozik. Ebben szem-
mel tudjuk koévetni a vizszint emelkedését az edényben. Méréskor a be-
folyo viz Am szintemelkedéséhez At idéintervallum tartozik. A g vizaram
nagysagat a g=a Am / At 6sszefiiggéssel tudjuk meghatarozni. Itt ¢ az u.
n. tartalyallando (fizikailag az egységnyi magassagu edény térfogata).
Ennek meghatarozasa ugy torténik, hogy ismert V; térfogatokat télttiink

a koboz6 edénybe, és leolvassuk a hozzajuk tartozo h; szintmagassago-
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kat. A szintmutato skala nullpontja eltérhet az edény fenékszintjétdl,
ezért a Vés h kozott a
V =ah+ao

Osszefiiggés all fenn. Hatarozzuk meg az « tartalyallando értékét Wald

modszerével az alabbi értéksor alapjan.

h [mm] | V[dm3] h [mm]| V[dm3] h [mm] | V[dm3] h [mm] | V[dm3]
25 4.39 28 5.06 32 5.28 58 9.78
26 4.53 29 5.14 36 6.33 62 10.72
26 4.55 29 4.87 42 7.45 68 11.61
27 4.65 30 5.12 51 8.92

A két ponthalmaz hatarat a h=32 mm és a h=36 mm értékek koézott htztuk meg, a
két rész-sulypont rendezéi: (28, 4.84) és (52.83, 9.14). Az egyenes meredekségére
0.173 dm?3/mm értéket kapunk.

V [dm?]
14

12 /O

10 =
8 P

i
3

20 30 40 50 60 70 80
h [mm]

6.8. abra
Wald modszerének alkalmazasa.

Ugyan ezt a meredekséget a legkisebb négyzetek modszerével meg-
hatarozva 0.170 dm3/mm érték adodik. A két modszer koézdtt adodo kb.
1.5% eltéreés jelentds lehet, hiszen a rosszul meghatarozott tartalyallan-
do ennyi rendszeres hibat okoz a vizaram meérésben. A két modszer ko-
zul a kiértékelést véegz6 mérndknek kell valasztani, neki kell mérlegelnie,

hogy melyik matematikai modszer melyik feltételét sikertilt betartania.
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6.8 Konfidencia savval jellemzett simito spline

E fejezetben leirt modszert Kullmann és Halasz [6.6] tanulmany
alapjan ismertetjik. A gyakorlatban eléfordul6 meéréskiértékelési prob-
léemak ko6zos jellemzdje, hogy a vizsgalt (az egyszeruség kedvéért) két val-
tozo kozott az y(x) determinisztikus 6sszefiiggés all fenn, mindkét valto-
z6 meért értékeit mérési hiba terheli, és az y(x) 6sszefliggés matematikai
felépitése nem ismert. Méréseink célja az y(x) elméleti fliggvénykapcsolat
feltarasa, de ehhez a mérések nem nyujtanak elegendé informaciét. Igy
meg kell elégedniink a g(x) jel kozelité figgvénykapcsolat meghataro-
zasaval. A g(x)-et tartalmazo fliggvényosztaly kivalasztasa 6dnkényes, de
figyelembe vehetjik mindazokat az ismereteket, amelyeket a vizsgalt
folyamat elméleti hattere és muszeres vizsgalata nyujt, tovabba célsze-
ruségi és praktikus szempontokra is tekintettel lehetiink. Mindezen tu-
lajdonsagok nem egyértelmusitik sem a fliggvényosztalyt sem magat a
g(x) figgvényt.

A kulonféle fliggvényosztalybol valasztott, eltéré modszerekkel
meghatarozott fliggvények O0sszehasonlitasanak alapja leggyakrabban a
tapasztalati korrelacios index. E kritérium alapjan hozott déntést kelld
ovatossaggal kell fogadnunk, hiszen pl. megfelel6 fokszamu interpolaci-
0s polinommal elérhetd, hogy a tapasztalati korrelacios index értéke
pontosan egységnyi legyen.

Ezért a kozelité fliggvények mindsitésének mas szempontjat java-
soljuk. Az Osszehasonlitas termeészetes tampontja az y(x) elméleti kap-
csolat, és az a g(x) nyujt jo kozelitést, amelynek grafikonja a méreési tar-
tomanyban "kozel jar" az y(x) grafikonjahoz. A kovetkezékben ismerte-
tett modszer alkalmas arra, hogy adott g(x) koézelité regresszio korul
meghatarozzunk egy konfidencia savot, amely kiszamithato valoszinu-
séggel tartalmazza az ismeretlen y(x) grafikonjat. A sav méretét ismerve

eldénthetd, hogy az adott mutiszaki feladat megoldasahoz a g(x) megfeleld
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vagy sem. A g(x) figgvény meghatarozasara alkalmas eljarasnak bizo-
nyult a harmadfokt simit6 spline eléallitasanak modszere [6.10].
A g(x) simit6é spline harmadfoku parabolaivekbél all, amely ivek az

x; csatlakozasi helyeken masodrendben folytonosan kapcsolodnak.
Harmadik derivaltjuk azonban a csatlakozasi hely két oldalan kiilénbo-
z6. Ez az rj ktlénbség pedig aranyos a csatlakozasi helyhez tartozo ¢&;
spline alappont ordinata és a g; spline ordinata ktilénbségével [6.10]:

v =pi(6;—g;)
ahol p; a simito parameéter, a spline-szakaszok csatlakozasi pontjaiban

lehet ktil6nb6z6, de lehet minden pontban azonos is. Adottak az (x;, &;)

alappontok, a p; paraméterértékek és a spline végein peremeldirasok.
Keresstik a spline-szakaszokat leir6 harmadfoku polinomok egytitthato-
it.

Egy harmadfoka polinomot négy konstans hataroz meg. Sokféleképpen
lehet definialni ezeket a konstansokat, célunknak a kovetkez6 valasztas
felel meg. Legyen a négy konstans az i-edik spline-szakasz x; kezdo-
pontbeli g; és az xj+; végpontbeli g;+; ordinataja, valamint g'; , ill. g"j+;
masodik derivaltak szamértéke a kezd6é és végpontban. Ha az i-edik
spline-szakasz az

Xi+1-X= A X

szakaszon van értelmezve, akkor

B AXi_(X_Xi) X = Xi
o) =8 AXi Ak
N ”—(X - Xi)3+ 3(X - Xi)2A Xi — Z(X - Xi)A Xt N
Qi 6A X,
e ¥ = (X = ¥ )A ¥2
g, ) 5 A(); HJAx (6.27)

a spline-szakasz egyenlete, x;<x <x j+].
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Belathato, hogy az elsé differencialhanyados x; pontbeli folytonos-

sagat a
AXifl " AXFl+AXi " AXi "
—q/. + Iy r o _
6 gl—l 3 gl 6 g|+1
1 ( 1 1) 1
gt +—=|g-—g,,=0 (6.28)
AXi—lg ! AXi—l AXi J AXig !

egyenlet biztositja.

Peremfeltétel lehet az, hogy a spline gérbuilete a végpontban zérus,
vagy, hogy ott az elsé differencialhanyados adott értéku, pl. g;' az elsé,
gn' az utolso spline-pontban. A megfelelé egyenletek a spline konstansa-
it meghatarozo egyenletrendszerben

Axy 1 1

Axy
"y "y _ - —q’ 6.30
3 9, 5 9, Axe g Axe 9,=-0; ( )
illetve
A Xn-1 A Xn-1 1
"o "_ R —— =q' . 6.31
6 gn—l 3 gn A Xn1 gn—l A Xn1 gn gn ( )

A perem- és csatlakozasi feltételeket 6sszefoglalva az
Ag”+Bg=Db (6.32)
egyenletrendszer adodik, ahol mind A, mind B tridiagonalmatrix, B

szimmetrikus, az egyultthatoik a (6.28), (6.29) és (6.30) képletekbdl

adodnak, és

(o] «
I
o
(@]
Lo B
(o]
N
(@]
=]
N~

A kovetkezé lépés a harmadik derivaltak csatlakozasi pontbeli rj

kulénbségének kiszamitasa. A (6.27)-bdl
1 1
" X — " i [ iH+ I!_:—
g() g(X) AXig AXigl

a teljes i-edik szakaszon allando. Ezzel
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azaz r =- Bg"
Jelélie D a pj ,.., ppn Simitdo paraméterekbdl felépitett
diagonalmatrixot, ¢ pedig az adott spline-alappont ordinatakbol allo

vektort &' =(&, &,.....,&). Ekkor a simitasi feltétel a

~Bg”=D(c-09)

egyenlettel fogalmazhato meg, azaz

-Bg”+Dg=D¢. (6.33)
A (6.32), (6.33) egyenletrendszer g, g" megoldasat adott & D, A, B, b
esetén két lépésben hatarozzuk meg.
A (6.33) egyenletrendszerbdl D inverzével szorozva
g=D'DéE+D'Bg =£+D'Bg (6.34)
ezt behelyettesitve (6.32) -be

Ag'+Bt+BD'Bg =b

azaz

(A+BD*1|3)g_"=p—B§ ,

ahol az A+BD-1B pentadiagonalmatrix, igy g" igen gyorsan megha-
tarozhato. Vegul (6.34) alapjan g is szamithato.

A kozelité spline meghatarozasa utan foglalkozzunk a konfidencia
sav becslésével és a keresett elméleti regresszio az y(x), g(x) pedig az
imént meghatarozott kozelitd regresszio. Feltessztik, hogy az [a,b] méreési
intervallumban y(x) differencialhaté. Ugyanebben az intervallumban ér-
telmezztik az 7 valoszinUiségi valtozot; e valtozo realizacioi a fliggetlen
valtozo méréskor beallitando6 értékei. Az elméleti regresszio az n -hoz a ¢
= y(n) valtozot rendeli, igy hibamentes mérés esetén az ( 7, y(n) ) valo-
szinUségi vektorvaltozora vonatkozo minta lenne a mérés eredménye. A

figgetlen és a fliggd valtozo6 mérési eredményeit azonban a y és v nor-
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malis eloszlasu, nulla varhato értékti mérési hiba terheli. Tegyik fel,

hogy u és v valamint y és n egymastol fliggetlenek. Ezekkel a jelolések-

kel egy mérési pont koordinatai a x=n+u és £={+v valtozokkal jeloltik.
Végul vezesstik be a J valoszinUiségi valtozot és az s(x) kuilénbség-

fuggvényt az alabbiak szerint:
S+0(n+u)=y(n)+v (6.35)
s(x) = y(x) - 9(x) (6.36)
Az s(x) kulonbségfliggvényrdl feltessztik hogy az [a,b] intervallum-
ban véges sok, invertalhato szakaszra bonthato. A (6.35) egyenletbdl o -t
kifejezve és a g(n+u)t a Taylor formula elsé két tagjaval kozelitve, azt
kapjuk, hogy
s=s(n)+v—pug'(n).
Hatarozzuk meg 6 feltételes varhaté értékét a G = {s(n) = m} feltétel-

re vonatkozoan. A yu, v és n valtozokra tett kikodtéseink eredményekép-
pen:

M(6|G)=m. (6.37)

A (6.37) egyenldéség mutatja szamunkra a ¢ valtozo jelentéségét:

feltételes varhato értéke egyenl6 az s(x) kiilonbségfliggvény m ordinata-
javal. Célunk éppen az, hogy becslést nyerjink a (6.37) feltételes varha-
to érték ( tehat s(x)) maximumara és minimumara, midén az x befutja az
[a,b] intervallumot. E cél érdekében :

e meghatarozzuk a ¢ valtozonak a G feltételre vonatkozo suru-
ségfiiggvényét, melyet f(w/m) jelol. A [6.6] dolgozatban lattuk, hogy
flwm) az m varhato értékll normalis sUruségfiggvények sulyozott
0sszege;

e meghatarozzuk az s(n) valtozo k(m) strtségfliiggvényet [6.7]
alapjan;

o felirjuk a feltételes suruségfiiggvények kozott fennallo kapcso-

latot Rényi nyoman [3.1]:
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f (w)k(mw)
k(m)

amibdl rendezés és integralas utan nyerjik a célként megjeldlt siruség-

f (wim) = (6.38)

flggvényt:
f(w)= I@f (W|m)k(m)dm.

Ebbdl azt latjuk, hogy a J valtozo f(w) strtuségfiiggvénye az f(uw/m)
normalis suruségfiggvények k(m) sullyal vett keveréke.

Az flw/m) komponens suruségfliggvény m varhato értéke éppen az
s(x) kulénbségfiiggvény m ordinataja. Az f(w) keverék 6sszetevokre bon-
tasaval, ezekbdl a maximalis és minimalis varhaté értékt komponens

varhato értékének (T; és Tp) kivalasztasaval a konfidencia sav méretét
hataroztuk meg, mert ha
T; <s(x)<To
akkor
9(X)+ T < Y(X) < g(x)+ T,
A p szignifikancia szint kiszamitasanak alapja a

T2

p=P(T:<5(n) <Tz) = [k(m)dm (6.39)

T1

egyenléség. A k(m) sulyfiggvény numerikus meghatarozasanak nincs

kivanja, mig a T; és To meghatarozasa csak a széls6 komponensek var-

hato értékének becslését teszi szlikségessé. Ezért gyakran megelég-

szunk az [6.7] tanulmanyban mutatott kézelitéssel:
T2
p= [ f(w)w (6.40)
T1

amely az f(w)-t kozelité tapasztalati surtiségfliggvény alapjan becstlhe-

to.
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6.9 Alkalmazas: kiegyenlito spline és konfidencia sav

meghatarozasa

A 6.8 pontban leirt gondolatmenetet koévetd szamitasi modszer
hasznalata helyenként elmélyedést és sok szamitast kivan. Hatékony
gyakorlati alkalmazasa csak egy interaktiv szoftver tamogatasaval lehet-
séges. Ezért a BME Vizgépek Tanszékén kidolgoztunk egy programcso-
magot, amelynek fé6bb funkcioi a kévetkezék:

a.) Mérési adatok olvasasa adatallomanybdl vagy billentytizet-
rél, adattarolas, az adatok grafikus megjelenitése.

b.) A kozelité regresszio eldallitasa a kiegyenlité spline segitsé-
gével. A spline-hoz tartozé sulyfliggvény célszertl valasztasat, modo-
sitasat menurendszer és képernydgrafika segiti.

c.) A valtozora vonatkozé minta kiszamitasa, ebbdl a tapaszta-
lati eloszlas és suruségfliggvény eléallitasa: ez az f(w) becslése. A
kovetkez6 lépés - a sUruségfliggvény dekompozicio - végrehajtasa-
hoz nem elegendd, ha a tapasztalati stirtiségfliggvényt a szokasos
lépcsoés fuggvényként alltjuk eld, hanem a strtségfliggvény folyto-
nos kozelitése szikséges. Ezért gy jartunk el, hogy a tapasztalati
eloszlasfliggvény pontjaihoz illesztetttink kiegyenlité figgvényt (cél-
szerlen ismét a simitd spline eljarasat hasznaltuk) és ennek diffe-
rencialasaval nyertik az f{w) sirtiségfiiggvény kozelitését.

d.) A keverék suruségfliggvény felbontasara és a szélsé kom-
ponensek varhato értékének becslésére a Medgyessy féle
dekompozicios modszert [6.11] hasznaltuk. A tesztfiiggvény képer-
ny6n valo megjelenitése megkoénnyitette a keresett varhato értékek
kozvetlen leolvasasat. Végul a (6.40) kozelitéssel meghataroztuk a
szignifikancia szintet.

e.) A savbecslés modszerének egyes lépéseit és végeredményét

bemutato grafikonok plotteren vagy sornyomtaton megjelenithetdk.
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6.9 abra. Kiegyenlit6 spline, a keverék stirtiségfliggvény
és a tesztfiggvény.

A programcsomag hasznalatat az alabbi példan mutatjuk be. A
6.9 abran lathatéo a meérési eredmények ponthalmaza, és harom
simit6 spline. Az a jelti grafikon a sulyfiggvény elsé kozelitésével
adodo spline, ez még erésen eltér a mérési pontoktol, de a fokozatos
javitas eredményeként a b majd a ¢ jelu grafikon mar jol koveti a
meérési eredményeket.

Ehhez a kozelité fliggvényhez szerkesztettik meg a valtozo ta-
pasztalati sUruségfliggvényét és a tesztfliggvényét (lasd 6.8 abra
jobboldalan). Végul a 6.10 abra mutatja a mérési pontokat és a
konfidencia sav grafikonjat valamint a becsult szignifikancia szin-

tet.

12 o

11+

ne 4
ne 4
n7 4
ne 4

n& +

n4 -

na

6.10 abra. Konfidencia sav 94.6 %-os szignifikancia szinthez
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7. A DIGITALIS MERESTECHNIKA ALAPJAI

A korszer(i gépiparban ma mar elterjedten alkalmaznak a digitalis
mérdeszkozoket. Olyanokat, amelyek mukoédési elve digitalis, és
olyanokat 1is, amelyek analog muUkoédéstiek, de amelyekben a
jel-feldogozas egy bizonyos szakaszaban, legkésébb a kijelzésnél
megtdrténik az analog-digitalis atalakitas (A/D konverzio).

A mérési adatok digitalis megjelenitésénél csak diszkrét méreési
informaciok fordulnak el6. Az analog jelet mintavételezik, a
mintavételezett jelet kvantaljak, majd kodoljak.

A digitalis méréstechnika kétségtelen elénye az analdggal szemben,
hogy zavarbiztonsaga nagyobb, egyszerllen megoldhaté meért értékek
tarolasa, matematikai mtiveletek végzése a mért értékekkel, az adatatvitel
- akar nagyobb tavolsagra is (Internet) - és a galvanikus szétvalasztas is
(pl.: optocsatolo alkalmazasa). A digitalis technika erételjes térhoditasat
természetesen a jelfeldolgozast szolgalo eszk6zok aranak csékkenése is

eldésegiti.

7.1 Meghatarozasok

Analdg jel: Adott idépillanatban a jel a minimum és maximum

hatarok koz6tt minden tetszdleges értéket felvehet.

4 ut)

Eredeti analég mérdjel.
A kovetkezo abrakon - a
kvantalas bemutatasa
soran - jellegreez a
jelforma ismétlédik.

v

7.1. abra. Az eredeti analog mérgjel id6beli lefutasa

Amplitudo-léptékezett folytonos jel: A jel adott idépillanatban

csak meghatarozott szintek formajaban jelenhet meg.
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A K(b)

Példa a kvantalasra, egyenletes
K szintekkel.

[ ! i Hozzarendelési szabaly:

N-05<A<N+05
A ’ A : az analég jel pillanatnyi értéke a

A megadott tartomanyban
. t N : az analdg jelhez rendelt diszkrét
szint

A 4

7.2. abra. Az analég mérdjel amplitudo kvantalasa

Idoben mintavételezett analdog jel: A jel meghatarozott

idépillanatokban tetszéleges értéket vehet fel a maximalis és minimalis

hatar kozott. Ez az “idé-kvantalas”, vagy mintavételezeés.

>

" m(t)

Az analdg jel idében egyenletes
mintavételezésének eredménye
A nyilvégek a jel pillanatnyi

-4 -l t\ /"/
A7 ’ 3 x értékével esnek egybe.
(Ld.: Mintavételezés
t modellezése a forgé kapcsold
A ] | N segitségével)

4

7.3. abra. Az analog méréjel idébeli kvantalasa

Mintavételezett és amplitudod-kvantalt (léptékezett) jel: A jel
meghatarozott idépillanatokban és csak meghatarozott szinteken
jelenhet meg. Ez tulajdonképpen az analdog jelek digitalizalasanak
formaja. Az amplitudo legkisebb kvantuma az A/D atalakitoé felbontasatol
figg és az amplitudot az A/D atalakitok tébbsége mar kodolt formaban
jeleniti meg a kimeneten. Az id6ébeli “kvantalas”, a mintavételezés a
mintavételi frekvenciaval toérténik. A jel analog/digitalis A/D
atalakitashoz idé sziikséges, és ezért a mintavételezés utan a jelet a
feldolgozas iddtartamara konstans értéken kell tartani. Ezt un.
tarto-tagokkal (aramkorokkel) oldjak meg. Alkalmaznak nulladrendu és
elsérendi tartotagot, e jegyzetben a nulladrendt tartotag atviteli

tulajdonsagait ismertetjuk.
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Az analog villamos jelek digitalizalasa tehat az idébeli mintavételen

és az igy kapott jel-amplitudo kvantalasan-kodolasan alapszik. A

mintavételezés elképzelésében segit az alabbi abra.

A mintavétel o,

korfrekvencidja:
2z
T

w. ===, ahol T az érintkez6
m

egyszeri koriilforduldsanak ideje

[ (1)

A
X(T) e
—0 o— B ,_.HI P
T

At az érintkezés idGtartama

Képzeletbeli forgé érintkezé

<
» <«

7.4. abra. A mintavételezés folyamatanak modellezése forgo

Képzeljuk el, hogy az analog jelet egy olyan kérbeforgo érintkezével
ellatott kapcsolora bocsatjuk, amelyikben az érintkezés 27z/w=T idé
elteltével, periodikusan, igen révid Ar idétartamra kovetkezik be. A

kapcsolo kimenetén igy

érintkezo6vel

idé-kvantalt analog jelet kapunk. Ezen

impulzus-sorozat impulzusait kell azutan a tartas ideje alatt kvantalni.

Az amplitidé kvantalasa kozvetlen és kozvetett modon
torténhet, mindkét modszerre sokféle megvalositas létezik. A kénnyebb

megeértés érdekében mindkét modszert 2-2 példan szemléltetjuk a

késbdbbiekben.

- d(t)

)

"l—f

Mintavételezett és kvantalt jel,
amelyet a tovabbi jelfeldolgozas
soran még kodolnak

7.5. abra. Idében mintavételezett és amplitido kvantalt jel
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7.6. abra. A kvantalas jelleggérbéje

7.2 Az egyenletes kvantalas szabalyai

Egyenletes kvantalas esetében a kvantalasi szint-ktilénbséget ugy
allapitjak meg, hogy

a./ ne hozzanak létre indokolatlan (tulzott) pontossagot
("talkvantalas"),

b./ ugyanakkor a tul "durva" lépések (szintkilonbség) ne
okozhassak a mérdlancban elsé tagként elhelyezkedd jeltovabbito
(szenzor) meglévé érzékenységének lerontasat, és

c./ a kvantum-szint koértlbeltil a meéréjel megengedhetd
hibatartomanyaba essen.

A kvantalasnal elkertilhetetlen az informacio-veszteség. Ezért
mindig az alkalmazasi eset és az eléirt mérési pontossag hatarozza meg a
kvantalas célszeru szintjeit. Megjegyezzik, hogy a gyakorlatban ezek a
szintek nem minden esetben egyenlé koztiek. A hiradastechnikaban
alkalmazzak még az un. logaritmikus kvantalast is, a jel-zaj viszony

javitasara.
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7.3 A kodolas és a kvantalasi hiba viszonya

Amikor a kvantalas soran kapott diszkrét szintekhez (1épcs6khoz)
poztiv egész, n-jegybdl allo, binarisan kodolt szamot rendelnek, akkor
beszélink kodolasrol.

Az n-jegyli, binarisan kodolt szammal a zérustél a 2" -1 értékig
terjed6 szamokat lehet abrazolni, azaz 6sszesen 2" értéket.

A binarisan kodolt mennyiség altalanos alakjat a kdvetkezéképpen

lehet megadni:
n-1
N=>a-2 (7.1)
i=0
Az "a, " binaris egyutthatok értéke kizarolag zérus, vagy egy lehet.
A kvantalas soran elkovetett hiba értéke a mindenkori egységnyi

kvantumszint + 50%-a, azaz +0.5 és -0.5 ko6zo6tt valtozik, amint az a

kvantalasi jelleggérbe alapjan leolvashato.

« Analoég
jelszint

-0.5

7.7. abra. A kvantalasi hibagérbe

Konkrét szampéldaval élve lathaté az abran, hogy négy tizedes
helyértékkel rendelkezé analog szint esetében, mint példaul 1.5000, mar
a 2-es diszkrét értéket, mig 1.4999-hez csupan az 1l-es diszkrét értéket
rendelnénk hozza. Igy tehat két, egymashoz igen kozel fekvé analog érték
esetében - feltéve, hogy a két szint megkildnbdztetését a meérés
bizonytalansaga lehetdvé teszi - maximalisan egy kvantum-érték lehet a

kvantalas hibaja.
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Erdemes megvizsgalni a digitalis technikara jellemzé relativ
kvantalasi hibat a szintekhez rendelheté bitek szamanak fliggvényében.
Ha két szomszédos kvantum-szint koézotti ktilénbség éppen egy bitet
jelent, akkor a relativ kvantalasi hiba az 6sszes (2" ) kédmennyiségre
vonatkoztatva

A
Hrel :Z_nzz (72)

lesz. Vegyuk példaul, ha egy egyszertibb digitalis multiméter
esetében a kijelzén 6sszesen 4 binaris digit adhatoé meg. Ebben az esetben
- az eszko6zoén aktualisan beallitott mérési tartomanyban - a meérési
tartomany maximumara vonatkoztatva a fentiekkel 27 = 00625 adodik,
tehat a relativ kvantalasi hiba minden mérési tartomanyban 6.25 %. Ha a
digitek szamat 10-re noveljuk, akkor a relativ kvantalasi hiba mar

latvanyosan lecsékken: 27° =1/1024-re, azaz a hiba mar kisebb lesz, mint

0.1 %.

7.4. A kozvetlen és a kozvetett A/D atalakitas néhany megvaldsitasi

médja

A koézvetlen modszer esetében az idéalap (generator) nem vesz részt
az atalakitasban, csupan a vezérlé orajeleket szolgaltatja. A kozvetett
modszer a kodolast visszavezeti az “id6éalapra”, az atalakito oOrajelére

[7.1].

Az atalakitasi eljarasok kozotti eligazodast segitik a kévetkezd, A/D
atalakitokrol kozolt abrak.

Kozvetlen modszerek

a./ A “parhuzamos (szimultan)” eljarasban koézvetlen modszerrel
torténik az atalakitas, ahol minden lehetséges jelszintnek egy kulén

O0sszehasonlito, komparator aramkor felel meg.
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Az n-bites A/D konverternek igy m=2"-1 “kvantuma”,
felbontas-lépcséje van, oriasi elénye, hogy az atalakitas “real-time”, azaz
csaknem egyidejileg torténik. Az atalakitas sebességét csupan a

komparator aramkor "belsd" sebessége korlatozza.

U, (t
Uref ® " ( )
3R
U ref ,m > _
R
—+ R
U ref ,m-1 P E K
i G 0]
: i l D
- s 0
Z L
R 7
L n T 0]
U ref ,2 > - E
R
R
_|_
U ref 1 > P
-1
—R
2
Komparator
aramkorok

7.8. abra. Szimultan A/D atalakito6 elvi vazlata

b./ A “lépésenkénti kozelitéssel (szukcessziv approximacio)”
dolgozo kozvetlen A/D konverter a tartott jel-minta aktualis értékéhez
hasonlitja a stabil referencia-fesziiltség ketté hatvanyaival osztott
értékeit, mindig ugy, hogy a kozelités alulrol térténik.

Ha a jel-minta nagyobb, mint az “oda-probalt” referencia-jel
hanyados, akkor a logika elfogadja a probat, és az adott szinthez egy “L”
értéket rendel. Ha az egymasra szuperponalt referencia-jel hanyadosok

Osszege tullépi a jel-minta értékét, akkor a logika “O” értékkel jelzi a
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talléepést. Az egyes probalkozasok eredménye igy egyben mar a jel
kodolasat is jelenti. Ez utoébbi modszer igen gyakori a digitalis
muszerekben. Az atalakito természetesen igényli a mintavétel utani tarté
aramkort.

A kovetkez6 abran a kozelités lépéseit mutatjuk be egy 5 bites A/D

atalakito segitségével.

U % U(referencia)

Kozelités hibdja

Up oo Y....

ur2 U, mérends jel
U  referencia jel

u/id [~ I N

umsg L___. U R ]

u/ie |___. I ____1____|Lépések

)
|4

ue |1 1)1 |1 |2 V| 1
us | ol ofo [o |o || o Kompardtr
us [o|of1 |t |1 —9 ] 1
uw [o]o o |1 [1 —]| 1

7.9. abra. A/D konverzoé a lépésenkénti kozelités modszerével

Kozvetett modszerek

Kozvetett modszer példaul a “firészgeneratoros” és a “kettds
integralassal (dual slope)” torténé konverzio. Mindkét eljaras esetében

idbéalapra vezetik vissza a villamos feszliltség mérését.
a./ A fiirészgeneratoros modszer a jel egy pillanatértékét,

nevezetesen azon idépillanatbeli értékét méri, amikor a frészgenerator

jele eléri a mérendd jel szintjét.
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Az id6 diagrambol lathaté a flrészgeneratoros A/D konverzio
hatranya, nevezetesen az, hogy a kijelzett érték fligg az idéalap -
generator és az integrator pontossagatol. Ezeken tulmenden tovabbi
bizonytalansagot jelent a "kapuzas".

Az id6kapu mar két egymast kovetéd szamlalas esetében is

eredményezhet *1 digit un. digitalis maradék hibat.

Um(t) U, ,/
|/ :\Ut=t
, : =y
—T T >t
Ut :
e ; >t
Ut 5
' parator
: :; |-
: : ot
X(t) T -
1 E % >
Uy 4 E i [Orajel-sorozat |
LI LI,
A ! '
A ' Z+1
] : t

7.10. abra. A fUrészgeneratoros

A/D konverzi6 id6 diagramja
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Un(8) o} -

Komparator

® x(t)

Uy & ¢
f oo
c
-U ref \

| Startl | =

| Fiirészgenerator | 0 Orajel

generatortol

7.11. abra. A firészgeneratoros A/D atalakito témbvazlata

7+1

b./ A dual-slope modszeregy T, mérésiido alatt a jel atlag

értékét méri, és elénye a kettés integralas miatt, hogy a kijelzett értek

figgetlen az orajel hibajatol. Ennek feltétele, hogy az integralasok alatt az

orajel frekvenciaja nem ingadozhat.

A “dual-slope”, azaz kettés integralas esetében a berendezés

integralja a bemend jelet (A idészakasz) és a referencia feszultséget is (B,

és C idészakaszok).

U refl

o

T

Orajel generator

Szamlalo

7.12. abra. A "dual-slope" A/D konverzio tdmbvazlata
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7.13. abra. A "dual-slope" (kettdés integralas) A/D konverzio idé
diagramja

A diagramok rajzolasakor feltételezziik, hogy a mérendé feszliltség
pozitiv. A referencia fesziltség a mérendé fesziiltséggel mindig ellentétes
eléjell1, ebben az esetben tehat negativ.

Nyugalmi allapotban a haromallasu kapcsolo az integrator
bemenetét a “f6ldre” kapcsolja és a kondenzatort révidre zarja, igy az
integrator kimenete O lesz.

A mérés kezdetén a kapcsolo az integrator bemenetére kapcsolja a
mérendd jelet, és megkezdédik a rogzitett ideji1 integralas. Ezen id6 alatt
a komparator engedélyezi az orajel generator jelét. A mérési idétartam -
ami altalaban a halozati frekvencia periodus ideje (nalunk 20 ms, az
USA-ban 16.6 ms) - akkor ér véget, amikor a szamlalo “tulcsordul”. A
diagramon ezt az id6t T, jeldli, az ezen id6hoéz tartozo szam 7, .

Ezt kovetéen a kapcsolo valt, és az integrator a referencia
fesztiltséget kezdi integralni, mikézben az “eredményszamlalé” mukodik.
Az integrator kimend feszultsége csokken, és amikor elérkezik a

null-atmenethez, a vezérlé leallitja a szamlalot, amely Z értéket mutat. A
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referencia feszultség integralasi ideje (“visszaintegralas”) fligg az
integrator eléz6 allapotatol, azaz minél nagyobb volt a mérendd jel, annal

hosszabb lesz a visszaintegralashoz sztikséges T, 1id6.

A mérés eredménye a két integralasi idé, illetve a két szam
hanyadosa lesz:

Un= (7.3)

ref

Ty o2y
T YA

m

Végezetill a kijelzett szameérték tehat a kapuzas digitalis

maradék-hibajanak figyelembe vételével az alabbi lesz:

Z:Um

(Z,0 +1) (7.4)

ref

7. 5 Jellegzetes gépipari digitalis mikodési eszkozok

Digitalis mukoddeési  elvvel  talalkozhatunk — példaul az
optoelektronikus abszolut és inkrementalis (n6vekményes)
hossziusag-és szogmérok esetében.

Ismeretesek transzmisszios és reflexios elrendezés(i rendszerek,
azaz az optikai tengely egyenes, vagy szogben meg van torve. A reflexios
eszk6zok esetében tobbnyire fém hordozon vannak az egyes kodolt
osztasok, vagy az inkrementumok (s6tét-vilagos csikozas), és a
kibocsatott, valamint visszavert fény intenzitasanak aranyat detektaljak.
A transzmisszios rendszer esetében a jeleket tiveg hordozora viszik fel,
ahol az egyes osztasok, illetve bitek fény-ateresztd, illetve fényt at nem
enged¢ feliletekkeént jelentkeznek.

Az abszolut mérorendszer kodolasa minden esetben
“egylépéses”, tehat a szomszédos osztasok kodja csupan egy bitben
kulénboézik (pl.: Gray-kod). Ez a hibas dekodolas elkertilése érdekében

van igy.
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Az inkrementalis eszko6zoknél a letapogatas folyamata nem mas,
mint egy un. referencia-jeltél elkezd6dé impulzus szamlalas. A
sotét-vilagos csikozast hordozé méréléc osztasait egy révidebb, de azonos
osztaskozl letapogato léc segitségével alakitjak at az lécek két oldalan
elhelyezett optokapuk segitségével szinuszos villamos
feszuiltség-ingadozassa. Ezt a szabalyos szinusz jelet a jobb felbontas
érdekében elébb analdg, majd digitalis interpoldcionak vetik ala. Igy
jutunk el pl. a méréléc 2x20 um szélességu sotét-vilagos csik-rendszerétol
(“hullamhosszatol”) a 5-szdrés analog és 4-szeres digitalis interpolacio
utan lum-es felbontasig, ahogy ezzel pl. a Mitutoyo gyartmanyu “Linear
Scale” méréléceknél talalkozhatunk.

Az inkrementalis hossz-és széogmérd eszkozokben megjelenik az
idében valtozo analog jelek digitalizalasanak feladata.

Ez természetesen nem csupan a fent emlitett inkrementalis
eszk6zOk esetében van igy, hanem minden olyan eszkdznél, ahol a mért
fizikai mennyiséget villamos jellé alakitjuk, majd digitalis eszk6zok
segitségével megjelenitjik (digitalis oszcilloszkop), regisztraljuk (plotter),

vagy pusztan kijelezziik (digitalis multiméter).

7. 6 A mintavételezés modellje, a tartotag szerepe

Az elébbiekben lattuk, hogy az A/D konverzio elvégzése a
mintavétel utan bizonyos idét igényel. Ezért érdemes megvizsgalni, hogy
a mintavételezett és tartott jel miként “tlikr6zi” az eredeti analog jelet, és
milyen atviteli tulajdonsagokkal kell rendelkeznie egy tartotagnak?

A folyamatot a kévetkezd abra segitségével lehet kévetni, de a teljes
atlatashoz bizonyos rendszertechnikai ismeretek nélkulozhetetlenek
[7.2].

Az abra fels6 részének bal és jobb oldalan az eredeti analdg jel,

illetve a mintavételezo utan kapcsolt tartotag kimeno jele (kozelités
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lépcsos fiiggvénnyel) lathaté. A bemutatas célja az, hogy igazoljuk, az
A/D atalakitas utan kapott jel és az eredeti analog jel koz6tt valoban
szoros kapcsolat. Bizonyos feltételekkel, mtiszaki szempontbél csaknem
“teljes azonossag” all fenn. Ezzel a mintavételezés “jogossagat”
szemléletes modon igyekszliink alatamasztani.

A mintavételezoben lejatszodo folyamatok matematikai

modellezése a nyilak iranyaban nyomon kovetheto.

Analog jel Mintavételezett iel
. X(nT)

X(t) ‘ :
X(t) x(nT) JpeeY
> Minta-vé > -
> t > t

@ x(nT) | ﬁ l(t — nT)
, X(nT) Dirac-impulzussal (n+1)T t

mintavételezett jel >

y

nT

L Ut (n+1)T)
Két egységugras kiilonbségébol

t képezett jelsorozst (Iépcsofiiggvény)

+00

x"(t)=>_x(nT)-&(t - nT) x'(t) :ix (nT)- [](t—nT ](t (n+1) )]

no

Laplace inverz
transzformacio Laplace
transzformacio

X *(S)= Z‘j(;x(nT),e—snT |::> Y(S) _ fI_—se_ST |::> X (s) = §X(nT).e‘5nT . 1—SeST

Nulladrendii tartotag
MBemene}: atviteli fiiggvénye Kimenet meghatirozasa:
intavatelezett _ *
jel Laplace XKI (S) - Y(S) - X (S)
transzformaltja

7.14. abra. A mintavételezés folyamat abraja
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7.7 Mintavételezés nullad rendii tartotaggal

Az analog bemend jel mintavételezését a korabbiakban egy
“forgo kapcsolo” segitségével igyekeztiink megmagyarazni.

A mintavételezés matematikai modellezése viszont Ugy térténik,
hogy az analog jelet a Dirac-impulzus fliggvények nT iddpillanatban
megjelené sorozataval (impulzus sorozat) szorozzuk meg. “T” a mar
bemutatott forgo-kapcsolo érintkezési periodus ideje, “n” pozitiv egész
szam.

A Dirac-impulzus definialt matematikai tulajdonsagai kozé
tartozik, hogy tertiletének értéke egy (Area=1), és ezt az értéket csak a t=0

idépillanatban, pontosabban t(O‘)(t(t( +) veheti fel. Azt, hogy ez

folyamatosan, “n-szer” kovetkezik be, az impulzus n-szer alkalmazott
id6beli eltolasaval fejezztik ki:
> s(t-nT) (7.5)
n=0
Ez gyakorlatilag azt jelenti, hogy az altala megszorzott “x(t)” bemené
figgvénybdl “t=nT” idépillanatokban elméletileg zérus ideig (valosagban
At1—0) tarto “jel-szeleteket” hasit ki, ahol a figgvény értéke x(nT). A
mintavételezé kimenetén ezutan egy idében kvantalt jelsorozat jelenik

meg.

Termeészetes, hogy ez a jel mar nem azonos a bemend analog jellel,
meég akkor sem, ha a “T” mintavételezési idét a muszaki szempontbol
realizalhato legkisebb értékre is valasztjuk, mas szoval a

mintavételezési frekvenciat a lehetéségek hataraig noveljuk.
Tehat x(t)=x*(t), hiszen a csillaggal jelolt fliggvény mar nem

folytonos, hanem egy un. amplitid6é modulalt impulzus-sorozat.

X*(t)= 3 x(nT)-&(t—nT) (7.6)

n=0
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Belathato, hogy a fentiekbél T—>0 kozelitéssel, azaz o, = %I_—ﬁ — ©

- az egyébként “muszakilag” nem elérheté esetre - x(t)=x"(t) lehetne.

Nézzik meg, mi térténik, ha ezt az idé-kvantalt impulzus sorozatot

az abran megadott modon a tartotagon bocsatjuk at?

A X2
X1
Integralas
&t) E t 'y X4
| [ + 1
l efsT X3 —
> S > y'y
Integralas Idébeli eltolas > t
T

7.15. abra. Nulladrendu tartotag helyettesité témbvazlata

A tartotag atviteli tulajdonsagait az idé tartomanyban ugy kell
elképzelni, mintha két parhuzamos ag ereddjét képeznénk.

Az egyik agon a bemend jelet integraljuk, ekkor lesz a
Dirac-impulzusbol egységugras fliggvény, a masik agon az integralas
utan a keletkez6 egységugras jelet “T” id6tartammal késleltetjiik.

Az egyes atviteli tagok “dobozaiban” a rendszertechnikaban
szokasos modon az atviteli fliggvényeket tlintettiik fel. Igy az integralas
“1/s”, az id6beni késleltetés pedig a Laplace-transzformacios tétel alapjan

-sT »

“e operacioként jelentkezik. Ezek a matematikai muveletek
természetesen csak az un. operator térben érvényesek. Mindenesetre az
idobeli folyamatok elképzelhetésége érdekében az egyes atviteli tagok

kimenetén az iddbeli jeleket tiintettik fel.
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A tovabbiakban a két ag jelének 6sszegzése ugy megy végbe, hogy a
késleltetett jel negativ eldjelet kap. Az 6sszegzés utan jol latszik, hogy a
kimeneten egy “T” ideig tarto, egységnyi értéku jel lesz. Ha képzeletben ezt
a folyamatot “n-szer” megismételjik, mikézben a Dirac-impulzus
segitségével, a “t=nT” idépontokban az analog jelbdl vett “x(nT)” értékeket
sulyozasként figyelembe vesszik, akkor az eredeti analog jelet az
abra-folyam végén lathatéo modon egy lépcsé-fliggvénnyel kozelitetttik. A
kozelités eredménye annal pontosabb, minél kisebb a “T” mintavételezési

periodus idd, azaz minél nagyobb a mintavételezés frekvenciaja.

A rendszertechnikaban az “idé tartomany” helyett az operator
tartomanyban szokasos az atviteli tagokkal muiveleteket végezni, hiszen
igy a bonyolult konvoluciés integralok kiszamitasa helyett, algebrai
muveletekkel jutunk eredményhez. Ha szikség van az eredmény idé
tartomanybeli alakjara is, akkor elvégezzik az inverz Laplace

transzformaciot az eredmény transzformalt alakjara.

7.8 A mintavételezés feltételei

Az el6z6 fejezetben lattuk, hogy az idében mintavételezett
“kvantalt” jel csak akkor egyezhetne meg az eredeti “x(t)” fliggvénnyel, ha
a mintavételezés frekvenciaja “végtelen” nagy lehetne.

Olyan muszaki eszkozt, amely ezt biztositani tudna, mar csupan
ésszeruségi okok miatt sem lenne célszerii épiteni, nem beszélve a
megvalositas nehézségeir6l. Egy jel visszaallitasahoz bizonyos
hibahatarokon beltl ugyanis nem szukséges minden
frekvencia-6sszetevd jelenléte. Ezért az egyes jelatviteli tagok atviteli
frekvencia-tartomanyaban frekvencia korlatozast vezetnek be. Ezzel

jelentdésen egyszertibbé valnak az eszk6zok, de ennek a korlatozasnak
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vannak kovetkezményei is, amelyeket az A/D konverzional figyelembe

kell venni.

Bemutattuk, hogy mintavételezés soran az eredeti jelet id6-kvantalt
impulzus-sorozattal helyettesitjiik. A jelelmélet szerint azonban, mar
egyetlen impulzus hibamentes atviteléhez is végtelen sok frekvencia
Osszetevd lenne szikséges, mert a kovetkezé abran lathato, hogy az

impulzus spektruma sinx jellegtr figgvény.

[ X(t)

t R A N .t
T Qv . vV v
v Savkorlatozas hatasa:
"Savkorlatozas': Az eredeti négyszog jel el-
redeti je A még atvihet6 legnagyobb torzult. A hibatlan atvitelhez
frekvencia-osszetevi: QO elvben o sok frekvencia-
osszetevo lenne sziikséges

7.16. abra. A savkorlatozas és hatasa a jelalakra

"Korlatozzuk” le ezt a spektrumot példaképpen az elsé nulla
helyének kérnyékén - amely a valosagos impulzus idétartamaval van
dsszefliggésben. Igy az impulzus visszaallitasdhoz sziikséges 6sszetevok
egy része hianyozni fog, a savkorlatozas eredménye az abran lathato,
impulzushoz hasonlo, de a rajzon szandékosan felnagyitott
hullamossagu jel-alak lesz. A tovabbiakban ennek ellenére azonban a
savkorlatozott impulzus-spektrummal szamolunk, hiszen ez felel meg a
technikai eszkdzeinkben fellép6 valos folyamatoknak.

Fentebb emlitettiik, hogy a savkorlatozasnak muszaki és

ésszeruségi okai vannak. Legyen tehat egyetlen impulzus-szerti jel
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spektruma az els6é zérushely kornyékén lekorlatozva. A széveg melletti
abran lathato egyetlen impulzus 2 korfrekvencianal

lekorlatozott spektruma lathato, amelyben a sinx/ x jellegbél csak
az els6 maximum kérnyezete maradt meg.

Lattuk,hogy egy tetszbéleges analog jel mintavételezése
eredményeként impulzus-sorozatot kapunk. Levezetés nélkul alljon itt,
hogy az impulzus-sorozat spektruma jellegét tekintve hasonlit egyetlen
impulzus itt bemutatott alakjahoz, de az impulzus-sorozat spektruma

mar periodikus lesz.

A
/F(a)/ Azonos x(t) , de nem
mintavételezett
négyszogjel
"savkorlatozott"
spektruma

7.17. abra. Négyszogjel spektruma savkorlatozas utan

Az impulzus sorozat, és igy tehat egy mintavételezett jel spektruma

is, a mintavételi frekvencia szerint periodikus.

Y /Fxw)/

A

7.18. abra. A Shannon-szabaly betartasaval mintavételezett,

impulzus alaku x(t) jel helyes spektruma
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Kérdés, hogy mekkora lehet egy adott analog jel esetében az a
mintavételi periodusidd, illetve mintavételi frekvencia, ami muszaki

szempontbol még megengedheté hibat okoz [7.2]?

A valaszt az informatika egyik “atyja” Shannon dolgozta ki.
Roviden fogalmazva Shannon mintavételi torvénye az alabbiak szerint

interpretalhato:

A mintavétel frekvenciaja legyen nagyobb, mint az atviendoé
jelben elofordulo legnagyobb Jrekvenciaju osszetevo

frekvenciajanak kétszerese:

®,)2Q ahol w,=—, (7.7)

m

és “T” a mintavételi periodusidé, Q2 pedig a jelben talalhato, még atviendé

Nézzik ezek utan, hogy mi torténik hibas mintavételezési
frekvencia alkalmazasa esetében?

A hibat a mintavételezett jel spektrumanak “6sszecsuszasa” idegen
kifejezéssel az “aliasing” okozza. A mintavételezett jel spektruma
ugyanis periodikus, méghozza a mintavétel frekvenciaja egyben a
spektrumkép ismétlédésének “frekvenciaja”. Az abran latszik, hogy a

jeltorzulast a periodikus spektrum 6sszecsuszasa okozza.

/F(a))/

"QOsszecstiszott", hibas spektrum
Ok: o, < 2Q

/I

Q

o 20

m

o SR o

7.19. abra. A hibas mintavételi frekvencia a spektrumot eltorzitja
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A kovetkez6é abrasoron egy szinuszos analog jel mintavételezését
mutatjuk be. Az els6 harom diagramon azt szemléltetjiik, hogy a hibas
mintavételi frekvencia milyen impulzus-sorozatot eredményez.

Ezekben az esetekben ugyanis a Shannon-féle szabaly nem
érvényesull, mert a mintavétel frekvenciaja éppen kétszerese a szinusz jel
frekvenciajanak. Kulon figyelmet érdemel, hogy abban az esetben, ha a
mintavétel frekvenciaja kétszeres, €és a mintavétel pont a
null-atmeneteknél térténik, akkor nem kapunk értékelheté jeleket.

A negyedik abran az lathato, hogy a szinuszos jel mar
koérvonalazodik az impulzus-sorozatban, ha a mintavételi frekvencia a

szinuszos jel frekvenciajanak nyolcszorosa.

Jelolések:

. T . o= 2 T aszinusz jel periodusideje

—> T t,, amintavétel periodusideje

N/ N

E i E Vo E E E A Mintavételek a null-atmeneteknél.
A _T

Vol tm: P i Lo i b _E Nincs hasznalhato jel.

Lo

EERNER IR ERIRERY

Lo ti Lo i Lo i Mintavételek wt=n/2+nmw fazisnal.
F O N R I A T

i L E E ! i - E E | b =E Az impulzusok sz€1s6 értékek.

RN R R

S I I A Mintavételek ot=3/4 © +nm fizisnal.
R A S (T

! E ! i id-}—:—»: | i i | m _E Csokken az impulzusok magassaga.

I I AT [ A

LR L

L it
A E E > i' : : i T Mintavételek ot=1/4  +nl/4n

R t,=— fazisnal.

SRR Lo 8 Kirajzolodik a szinusz jel.

7.20. abra. A mintavételi frekvencia hatasa szinuszos jel esetében
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Igy tehat érthetévé valik, hogy a mintavételezett jelbdl az eredeti
analog jel visszaallithatatlan, ha a jelben el6fordulo legnagyobb, meég
szignifikans szinuszos frekvencia-6sszetevé kétszeresénél Kkisebb
frekvenciaval torténik a mintavételezés

Befejezéstil és ismétlésként alljon itt a mintavételi szabaly olyan
formaban, ahogy az elézéeken kivill a méréstechnikaban hasznalatos: A
mintavételi idé és a jelben talalhato maximalis, még atviendd, “felsé”

hatarfrekvencia o, koézotti kapcsolat:

V4 1
T = 7.8
T (7.8)

A gyakorlatban a probléma megoldasara a mintavevé és tarto tagok
elé egy alul-ateresztd (antialiasing) szUrét iktatnak be, amely a f Z?m

frekvenciakat a jelbdl kiszlri.

Meg kell még jegyezni, hogy a mintavételezett jel spektrumat
befolyasolja a tartotag altal biztositott tartasi idé is. Ha a jel valtozasanak
gyorsasaga két szomszédos minta koézoétt nem jelentds, akkor az ebbdl
szarmazo0 jeltorzitas nem szamottevo.

Frekvencia tartomanyban vizsgalva a folyamatot nyilvanvalo, hogy
a tartotag atvitele is frekvenciafiiggd. Az atviendé jel spektrumat maga a
tartotag is “sulyozza” és az integralas miatt egy negativ eléjelt
frekvenciafiiggd fazistolas is fellep. A feltételek részletezése azonban e
jegyzet kereteit meghaladja, ezzel kapcsolatban a szakirodalom ad

boévebb felvilagositast.

Irodalom a 7. fejezethez
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