-2- Legyez6 alaku spray

folyadéklapban kialakul6 keresztiranyd aramlas. Ez a jelenség problematikus pl. feliiletek
bevonasanal, amikor a bevono folyadékfiiggonynek egyenletesnek kell lennie. A jelenséget
elkertlni nem, de csokkenteni lehet. Végdl, a fliggelékben sajat kezdeti kisérleteinkrél
szamolunk be.

E témékkal fogunk az alabbiakban foglalkozni.
Folyadéklap instabilitasa

A folyadéklapnak két alapvetd instabilitasi modusza van: a szimmetrikus és antiszimmetrikus
(az angol irodalomban ezeket rendre varicose = visszérszeri illetve sinuous = szinuszforméaju
maoduszoknak nevezik). Ezeket a moduszokat sematikusan a 3. abran lathatjuk.

- X

(b)

3. dbra. Az asszimmetrikus (a) és a szimmetrikus instabilitasi hullam sematikus megjelenitése.
(Senecal et al., 1999)

Ha a folyadéklap tokéletesen sima, a ra hato er6k egyensulyban vannak. Ha azonban valami
zavaras miatt egy kitiremkedés keletkezik, akkor az egyensuly megbomlik. A felileti
fesziiltségi er6k megprobaljak visszaallitani az eredeti (sik) allapotot, mig mind a gazban,
mind a folyadékban keletkez6 normalis fesziiltségek altalaban erdsitik az instabilitast, azaz a
zavaras amplitadojat. A folyadék és gazfazis kdzotti relativ sebesség addig noveli a zavarasok
amplitaddjat, amig azok szétesnek, és a keletkezd folyadékszalak hamarosan cseppekre
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bomlanak. Ha a feliileti fesziiltségi er6k dominalnak, a zavaras elhal, mig ha az acrodinamikai
er6k dominalnak, a zavaras er6sodik. A két eré aranyaval definidlunk egy dimenziotlan
szdmot, a Weber szamot (We). Ha a Weber szam elér egy kritikus értéket akkor lesz instabil a
folyadéklap.

A témaval szamos szerz6 foglalkozott, kezdve Squire-el (1953), majd Hagerty és Shea (1955),
akik a mind folyadéklapot, mind a kdrnyez6 gazt strldédasmentesnek, a folyadéklapot pedig
egyenletes vastagsagunak tételezték fel. Eredményeik azt mutattak, hogy a gyakorlat szdmara
érdekes tartomanyban mindig az antiszimmetrikus modusz dominal, a szimmetrikus modusz
ersitési tényezdje joval kisebb, igy nem figyelheté meg. Ezt mas szerzok is igy talaltak, két
szerzOparost kivéve (Li és Tankin, 1990; Rangel és Sirigano (1991)), akik magas Weber
szamoknal ¢és szokatlanul magas gézsiirtiségnél taldltak egy tartomanyt, ahol a szimmetrikus
zavaras er6sodik jobban. Ennek azonban, a paraméterek szokatlansaga miatt, kicsi a
gyakorlati jelentésége. A fonti feltételezések mellett a kritikus gaz Weber szam Weg = pg/pt =
Q, azaz a giz és a folyadék stiriségének aranya. (Weg = Uo?hpg/a, ahol Ug a folyadéklap és a
kornyezo gaz relativ sebessége, 2h a folyadéklap vastagsaga, ¢ a feliileti fesziiltség.)

A teljesség kedvéért dsszefoglaljuk a kdrkeresztmetszetii folyadéksugar tulajdonsagait és
dsszehasonlitjuk a lappal, miel6tt folytatjuk a folyadéklap targyalasat.

(i) A sugar esetében a dominans instabilititdsi mod a szimmetrikus, szemben a lappal;

(i) A sugar esetében alacsony sebességnél a feliileti fesziiltség az instabilitast erdsiti, mig
nagyobb sebességnél ellene dolgozik. A lap esetében a feluleti fesziltség mindig az
instabilitas ellen dolgozik, mig az instabilitast az aerodinamikai erék okozzék. igy a lap
vakuumban mindig stabil maradna;

(iii) A sugar felbomlasahoz nem szlikséges a relativ sebesség, de segiti a felbomlast. A lap
relativ sebesség néelkil nem bomlik fel,

Az aldbbiakban a vékony, egyenletes vastagsagu folyadéklap linearis stabilitasi elemzését
kdzoljuk, ahol a folyadék viszkozitasat is figyelembe vesszik. A levezetés elso része
elsésorban Li €s Tankin (1990) munkdjara alapozodik.

Tekintsiink egy egyenletes, 2h vastagsagu, ps stirtiségli, o feliileti fesziiltségi kétdimenzios
folyadéklapot, amely Uo sebességgel mozog a surlédasmentes, pq siiriiségli kornyezé gazban.
A koordinatarendszert a gdzhoz rdgzitjuk, tehat Uo a folyadék és a gaz relativ sebességének
tekinthetjuk. A sebesség kicsi a hangsebességhez képest, igy mindkét kozeget
6sszenyomhatatlannak tekintjik, a gravitacios hatasokat elhanyagoljuk. Az x tengely a lap
kozepén, az dramlés irdnyaval parhuzamosan, az y tengely arra merélegesen van.

A két folyadékfelszint a kovetkezd egyenletek adjak meg:
y=xh+&;& =& exp(at +ikx) (1)

ahol y = +h a folyadékfelszin egyensulyi helyzetei; &,a zavaras kezdeti amplitudoja, ami a

lap félvastagsaganal, h-nal sokkal kisebb; k£ = 2z/2 a hullamszam, 1 a zavaras hullamhossza; o
= or + iwi a komplex korfrekvencia. A valos rész wr a zavards névekedési vagy csokkenési
ratajat (az el6jeltol figgden), a képzetes rész wi pedig 2z-Szer a zavaras frekvenciaja; ezzel a
zavaras terjedési sebessége -wi /k, t az idé.

A folyadék mozgéasa

Mint emlitettiik, az alaparamlas Ug nagysagu x iranyu sebesség, 0 nagysagu y iranyl sebesség
¢és 0 kérnyez6 nyomas. Erre szuperponalddnak a kicsinek feltételezett (u, v) zavarasi
sebességek az (x, y) iranyban, valamint a p zavarasi nyomas. A (2) kontinuitasi egyenletet és a
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(3) és (4) mozgésegyenleteket linearizalva kdzoljuk, azaz elhagytuk a kis mennyiségek
szorzatait, illetve magasabb hatvanyait:

ou ov

—+—=0

x oy )
a—u+an—u:—i@+vazu 3)

—+U,—=—"—+v,VV (4)

ahol v, a folyadék kinematikai viszkozitasa. A (2)-(4) egyenletekhez a kovetkezo

peremfeltételek kapcsolddnak. A folyadék-gaz hatarfeliileten, ami elsérendii kozelitésben
tovabbra is y = £h-nak vehetd, nincsen ataramlas, tehat a folyadék normalis sebessége a
hatarfeliileten egyenld a hatarfeliilet normalis sebességével. A cstsztatdfesziiltség eltiinik a
fellleten (a gaz surlédasmentes) és a normalis fesziiltség folytonos. Ezeket a
peremfeltételeket matematikai forméaba dntve kapjuk:

o0& o0& ,
v=—=2+U,—=2 =~ +h-nal 5
at 0 ox Yy %)
ou ov ,
& = —+—1=0 ~ +h-nal 6
Ty ﬂf(@'y GXJ y ( )
T, =Ty =P, y==h-nal (7

ahol z,, és 7, a folyadék csusztato- és normalis feszltség, z, ,, a gaz normalis feszlltség és

g,yy
p, a feliileti feszlltség altal okozott nyomas. (2)-(4) megoldasahoz az u. n. Helmholz
dekompoziciot hivjuk segitségil. Ez azt jelenti, hogy a sebességmez6t felbontjuk két részre: a
potencialos (1-es index) és a surl6dasos (2-es index) részre. El6bbihez potencialfiiggvényt,
utobbihoz dramfliggvényhez hasonlé fliggvenyt, w-t lehet definialni.

U=U +Uy;V=V,+V, (8)

Levich (1962) kimutatta, hogy a nyomas ugyanaz a surlédasmentes és a surlodasos )
folyadékban, mert a viszkozitas csak a hullam frekvenciajat befolyasolja, a nyoméast nem. Igy
a nyomast az ,,1”-es sebességmezdbdl hatarozzuk meg. Definidljuk a sebességpotencialt, ¢ -t.

=20 =% ®
OX oy
V=0 (10)

A nyomast megkaphatjuk:

_ [,y 9
p=-p %0, %] (1)
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A (2) és a (8)-(10) egyenletekbdl kovetkezik, hogy

+ =0.
ox oy
A (3) és (4) egyenletekbdl rendre ezt kapjuk:
ou ou
%+UO% =v,. V¥,
ot OX
Definiéljuk y-t:
u, =Wy -0V
oy OX
Behelyettesitve kapjuk:
oy oy

= 4+U,— =v,Viy.
o o Y

A zavarasok, hasonl6an (1)-hez a kovetkez6 format oltik:
¢ = D(y)exp(wt + ikx)
v =Y(y)exp(awt +ikx) .
(17)-et és (18)-at (10)-be és (16)-ba behelyettesitve adodik:
@"(y) -k*®(y) =0
P(y) -s"¥(y) =0

@ +ikU,
ve

ahol s> =k?+

A (19) és (20) egyenletek megoldasai konnyen megkaphatok:
D(y)=CeY +C,e™
Y(y)=Ce¥+C,e ™™,
ahol C1, Cz, Cs, Cs késébb meghatarozando integracids konstansok. Igy
¢= (Cleky +Ce )exp(cot +ikx)
W= (CseSy +Ce™ )exp(a)t +1ikx) .

Az (5) és (6) peremfeltételekbdl kiszamolhatok a konstansok:

k? +s?
C——C, - *S
1= G = o cosh(kn)
ik
C.=C,=—— " &
o cosh(sh)vfégo

mig a normalis fesziltség a folyadéklapban
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(15)

(16)

(17)
(18)

(19)
(20)

(21)
(22)

(23)
(24)

(25)

(26)
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(27)

={p (0+ikU, )+ 24,k Je” —e™ )C, -2, ksle” —e)C, Jexp(at + ikx)

A gaz mozgéasa
A gaz mozgéasara hasonl¢ alapegyenleteket irhatunk fol, mint a folyadékera, csak itt a

viszkozitast 0-nak tekintjik.

Ny Ny
ox oy

Ay, _ 10p
ot Py OX
N _ 10
ot Py O

(28)

(29)

(30)

A peremfeltételek azt kivanjak, hogy a hatarfellleten folytonos legyen a normalis sebesség és
tavol a folyadéklaptdl a zavarasok elhalnak. Azaz:

megszokott alakban tételezziik fel:

(28), (31) és (32)-bdl kovetkezik:

(29)-bdl és (30)-bol kdvetkezik, hogy a normalis fesziiltség:

o0& .
vV, =—= ~ +h-nal 1
v, =0,hay — =o. (32)
Mivel a gaz sarlodasmentes, itt is definialhato sebességpotencial. Ezt szintén az eddig
¢y = Dy (y)exp(at +ikx). (33)
¢, =~/ k)exp(k (h - y))& exp(at +ikx) (34)
(0 1K Jexp(k (h - ))&, exp(et + ikx) (35)

T

_ . 99
g,yy__pg_pgﬁ__pg

Fellleti feszultség altal indukalt nyomas

2
A feliileti fesziiltség altal Iétrehozott nyomas elsérendl kozelitésben: p, = % ~ aZ—f , ahol R
X

a hatarfelulet gorbdileti sugara. Eszerint:

p, = —ok*&E exp(at + ikx)

(36)
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Diszperzios egyenlet az antiszimmetrikus zavarasra

(27)-¢et, (35)-06t és (36)-ot (7)-be helyettesitve y = h esetére adodik a diszperzios dsszefliggés a
komplex novekedési rata és zavarasi hullamszam kozott:

oy (+ikU, )+ 24, K2 ]y, (k? + 5 )|tanh(kh) — 442,v k3s tanh(sh) + p,0® +ok® =0 (37)

Diszperzios egyenlet a szimmetrikus zavarasra

A szimmetrikus zavaras diszperzios egyenlete rendkivil hasonl6 az antiszimmetrikus esetére.
A levezetés hasonld, az egyenletet levezetés nélkil kdzoljuk. A (37)-es egyenletben a tanh
tagok helyett coth tagok jelennek meg.

o (0 +ikUq )+ 2, k2 [, (k2 + 52 )|coth(kh) — 44,v ks coth h(sh) + p, @ + ok® =0 (38)

Ezek az egyenletek komplikaltak, analitikus megoldasuk nem lehetséges. Bizonyos
hatéresetekben azonban van analitikus megoldas.

Tovabbi elemzés (Senecal et al. (1999) alapjan)

A tovabbi elemzéshez kicsit mas alakba hozzuk a (37) egyenletet. Elosztunk ps-el, amivel
megjelenik az egyenletben a két stirliség aranya, Q, valamint koordinatatranszformaciot
hajtunk végre; koordinatarendszeriinket most az Ug sebességgel mozgé folyadéklaphoz
rogzitjik. Ezt megtehetjuk, hiszen az egész instabilitasi jelenség Galilei-invarians.
Matematikailag ez annyi valtozast eredményez, hogy @ -t @ —ikU, -val helyettesitjlik,
valamint, hogy Uo el6jele ellentétes lesz. Kovetkezésképpen s definicidja is atalakul: az 0

koordinatarendszerben s? =k +-% Igy egyenletiink atrendezés utan a kovetkezé alakot Slti:
Vi
o [tanh(kh) + Q]+ w[av, k? tanh(kh) + 2iQk U, |+ 4v, 2k* tanh(kh)
: (39)
— 4y, *k®stanh(sh) —Qk2U,* + ok*/ p, =0

El6szor elhanyagoljuk a folyadékviszkozitast, hogy bizonyos Gtmutatast kapjunk a
megengedhetd elhanyagolasokhoz. Késdbb, a pontosabb szamitasoknal visszatériink a
viszkozus egyenlethez. A viszkozitas elhanyagolasa utan rendre a kovetkez6 masodfoku
egyenleteket kapjuk az asszimmetrikus és a szimmetrikus méduszokra:

w*[tanh(kh) + Q]+ w2iQkU, — Qk?U,> + ok*/ p, =0 (40)
w?[coth(kh) + Q]+ w2iQkU, — Qk?U,* + ok*/ p, =0, (41)

amiket zart alakban megoldva kapjuk a kovetkezo kifejezéseket a korfrekvencia valos részére,
ami nem mas, mint a zavaras ndvekedési rataja. Megintcsak (42) az asszimmetrikus, (43) a
szimmetrikus moduszra vonatkozik.

Jtanh(khQk?U,* - ok*/ p, [tanh(kh) + Q]
. =

(42)
' tanh(kh) + Q
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~Jeoth(kh)Qk?U,* — ok / p, [coth(kh) + Q]
@ = coth(kh) + Q

(43)

A 4. és az 5. dbrén lathatjuk az antiszimmetrikus és a szimmetrikus dimenziotlan novekedeési
ratat két kiilonbozo gaz Weber szam esetére (Weg = pgUo%4/0). (A tovabbiakban a gaz Weber
szamot index nélkiil, egyszertien We-nek fogjuk jeldIni. Az alacsony Weber szam esetében
nyilvanval@d, hogy a teljes tartomanyon az antiszimmetrikus hullamok dominalnak magasabb
ndvekedési ratajuk miatt. A magas Weber szdm esetében a tartomany egy részében a két
gorbe nagyon kozel van egymashoz, szinte megkulonbdztethetetlenek. Ahogyan a
bevezetéshben emlitettiik, Li és Tankin, 1990 valamint Rangel és Sirigano (1991) nagyon
magas gazslriiségnél talaltak egy kis Weber szam tartomanyt, ahol a szimmetrikus zavaras
novekedési rataja nagyobb, ennek azonban nincs gyakorlati jelentdsége.

0.020 ' . - 1 . :
Sinuous Wave Analysis
—-—- Varicose Wave Analysis
——- Long Wave Assumption
0.015 - —~— Short Wave Assumption ]

0.005

4. dbra. NOvekedési rata a hullamszam fuiggvényében. Surlédasmentes eset, We = 0,5
(Senecal et al., 1999)

Mérndki szempontbol tehat kijelenthetjik, hogy a gyakorlatilag érdekes tartomanyban az
antiszimmetrikus zavardsok maximalis ndvekedési ratdja mindig nagyobb vagy egyenld a
szimmetrikusokénal. Kis kh, azaz hosszu hullamok esetén viszont egyértelmiien dominalnak
az aszimmetrikus hullamok. Erre az eredményre jutott Squire (1953), majd Hagerty és Shea
(1955) is. A hosszu hullam feltételezésével tanh(kh) ~ khés ezzel a kozelitéssel (42) (44)-re
egyszerisodik.

QKU h - okl o [kh+Q]
@ = kh+Q

Ha ezenkiviil még azt is feltételezziik, hogy Q « kh, ami esetlinkben fennall akkor az alabbi
kifejezést kapjuk. Ez megegyezik Squire (1953) eredményével.

(44)
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21 2 3
o, :\/Qk U, k_hak lp; (45)

Ezt a kifejezést mutatja a 4. és 5. abra ,,Jong wave assumption” név alatt. Azt lathatjuk, hogy
alacsony Weber szamnal a hosszu hullam kozelités rendkivil jé, viszont magas Weber
szamnal, a legalacsonyabb kh tartomanyt kivéve gyenge. Ez arra utal, hogy alacsony
sebességli folyadéklapnal a hosszabb hulldmok, magasabb sebességii folyadéklapnal a
rovidebb hullamok er6sddnek jobban. Ha tehat a rovid hullamu kozelitést

tesszilk, tanh(kh) ~ coth h(kh) ~ 1, és akkor mindkét fajta zavaras erdsitése:

0.10 : T . . . . , ;

Sinuous Wave Analysis
T ——=—- Varicose Wave Analysis
008 -~ Long Wave Assumption
| —==— Short Wave Assumption

0.06 -

wh/U

0.04

0.02

0‘00 1 1 } i: i s | "
0.0 1.0 2.0 3.0 4.0 5.0

kh

5. dbra. Novekedési rata a hullamszam fliggvényében. Sarlédasmentes eset, We = 5,0
(Senecal et al., 1999)

QKU — ok p 1+ Q]
“r = 1+Q

ami a tovabbi feltétel Q « 1 bevonasaval

(46)

0, =\ QKU ~ o p, (47

Maésszéval, ha kh>1,

azaz, ha A/h<2n, akkor a rovid hullamok novekedése fog dominalni, mig ellenkez6 esetben a
hosszu hullamoké. Ez vilagos az 5. abrabdl, ami We =5 -re késziilt. A 4. abra viszont, ami
We = 0,5 esetét mutatja, az egész tartomanyon a hossz hullamok dominalnak. Az a tény,
hogy kisebb Weber szdmra a hosszu hullamu kozelités, mig nagyobb Weber szamra a révid

lesz. (45) es (47) 0sszehasonlitasaval latjuk, hogy @, 5,4 = Jkho

r,hossz(*
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hullamu kdzelités bizonyul jobbnak, azt sejteti, hogy van egy kritikus Weber szd&m, ami alatt a
hosszu, és ami folott a rovid hulldmok dominalnak. Mivel mindkét esetben a maximalis
ndvekedési rata a meghatéarozo, ezzel fogunk szamolni, és Q-val illetve K-val jeloljuk. A
dimenzidtlan és meghatarozhat6 a két hataresetre a (45) €s (47) egyenletbdl.

Qhl _ L owe : Kh =1/2we -nél (48)
UO hosszl 2

eh _ Zwe\ﬁ; Kh =2/3We -nél (49)
UO révid 3 3

A két maximalis novekedési ratat egyenlové téve adodik, hogy a kritikus Weber szam 27/16.

Most visszatériink a viszkdzus folyadék esetéhez, és probaljuk a (39) egyenletet
egyszerlsiteni. E16szor is, nagysagrendi elemzés azt mutatja, hogy a viszkozitasban
masodrendii tagok tipikus K és Q értékek esetén elhanyagolhatoak a tébbi taghoz képest.
Ezzel az egyszertsitéssel az antiszimmetrikus instabilitas névekedési rataja:

—2v,K2 tanh(kh) + \/4v, °k* tanh(kh) — Q%" — [tanh(kh) + QJlok*/ o, — QKU

@ tanh(kh) + Q 0)
Hosszu hullamok és Q « kh esetén kozelit6leg adodik:
@, = =2 K2 +[4v, k* +U"Qk/h—ok? /(p,h). (51)
Révid hullamhossz és Q « 1 feltételezésével:
O, = =2v K2 + 4y, ’K* +U QK —ok® [ p, (52)

A 6. és 7. dbrén lathatd a hossz( hullamu és a rovid hulldma kozelitésre a sarlédasmentes és a
surlédasos kozelités 6sszehasonlitasa, rendre We = 0,5-re és We = 5-re. Alacsony We esetén a
surlédasmentes kdzelités nagyon jé a teljes kh tartomanyon, mindkét hataresetre. Magas We
esetén viszont mindkét hatareset surlédasmentes kozelitése rossz.

Végso ellendérzésként a (39) pontos egyenletet numerikusan megoldva, 6sszehasonlitjuk a
viszkozus kozelitésekkel, az (50) és (52) egyenletekkel. Az eltérés altalaban 3-4%, de sehol
sem haladja meg a 8%-ot, igy a kozelitéseket kielégitonek tekinthetjiik.

Li és Tankin (1991) szerint a viszkozitasnak még tovabbi hatasa az, hogy a surlédasmentes
esethez képest kiterjeszti a hullamszamtartomanyt, amiben az instabilitas follep, nagyobb
hulldamszéamokra is.

Ibrahim (1998) a folyadéklap sebességprofiljanak hatasat vizsgalta a stabilitasi viselkedésre,
hiszen eddig implicite feltettiik, hogy a folyadéklap sebességeloszlasa egyenletes. Azt talalta,
hogy a leginstabilabb az egyenletes sebessegprofil, és a parabolikusba valo atmenet soran az
instabilitas mértéke egyre csokken. Igy utélag igazolddott az egyenletes sebességeloszlas
feltételezése.

Bremond et al. (2007) ujabb instabilitasi mechanizmust fedezett fel, ami keresztiranyd
hullamokhoz, majd aramlas iranyu folyadékszalak keletkezésehez vezet. Ennek segitségével
sikeresen josoltak meg a cseppatméré eloszlasat. Munkajukat részletes kisérleti alatdmasztas
kisérte, igen latvanyos fényképekkel.
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Szamitogépes modellezés

Az el6z6 eredményeket Senecal et al. (1999) Ugy hasznélta fel a szamitogépes modellezésben,
hogy definialt egy kritikus hulldmamplitadot, aminél a folyadéklap szétszakad. Az erdsitési
tényez0 segitségével meghatarozhatd az id6, amig ezt eléri, abbdl pedig egy felbomlasi
tavolsag szamolhato, ahol az Osszefliggd lap cseppekre bomlik. A modell segitségével becslés
adhato az atlagos cseppatmérore is. A szoftver elsdésorban autoban hasznalt injektor
modellezésére készult, és szamos egyeb érdekes tulajdonséga van, ami jelen jelentés
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6. abra. Novekedési rata a hullamszam fliggvényében. Sarlddasmentes és strl6dasos eset
6sszehasonlitasa, We = 0,5 (Senecal et al., 1999)
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7. dbra. Novekedési rata a hulldmszam fliggvényében. Surlodasmentes és surlodasos eset
6sszehasonlitasa, We = 5,0 (Senecal et al., 1999)

szempontjabol nem érdekes. Mindenesetre az egyezés a mérésekkel minden mennyiségben
kivalo, példaként tekintsiik a 8. abrat, ahol a cseppek Sauter atlagatmérdjét abrazoltuk.



