Komplex fiiggvénytan

Komplex szamok, komplex aritmetika

iya
y

Jelolje R a valds, C a komplex szamok halmazat! Egy z € C komplex szam a komplex
szamsik egy pontjat jeloli, leirdsdhoz két valds szamérték tartozik, példaul x és y Descartes

koordinatak, vagy r és ¢ polarkoordinatak (X,y,r,@ e R). Ezekkel z=x+iy =re'”. Mivel

X=rcose; y=rsing, akétféle felirasbol e'” =cosp+ising.

Egy z komplex szam konjugaltja Z = x —iy =re .

Két komplex szém, z és w szorzata: z-w=(x+iy )(u+iv)=xu—y+i(yu+xv),

Attekintjiik a legegyszeriibb komplex algebrai w= f (z) fiiggvényeket

Komplex szém és konjugaltjanak szorzata: z-Z = (x +1y )(x—iy )=x> +y? =|z] ?

Innen egy z komplex szam reciproka: w = % = | Z_| = 1w = %e 7 ami az egységkorre vald
Z re

. . 1 . .
inverziot ( r — = ) és a valds tengelyre valo tiikrozést (@ — —¢) jelenti.
r

Hatviny:w=2% =z-z=(x+iy)(x+iy)=x2 —y? +i2xy =(re' )* =r?e'?. Altalaban
isigaz: w=z" =r"e"™, ami a z komplex szam abszolut értékének nyujtasat (ha abszolit
értéke nagyobb 1-nél, illetve ellenkezé esetben zsugoritasat), valamint polarszogének n-
szeresére torténd elforgatasat jelenti.

A w=a+z; aeCnyilvan a-val valo eltolast jelent a komplex sikon.

@

i?
Négyzetgyok, mint Y2-edik hatvany értelmezhetd, w = Jz=+re?
Komplex a e C szammal valo szorzas nyujtast és elforgatast jelent, ami a polarkoordinatas
felirasbol nyilvanvalo: w=a-z :|a|e“” re'” =|a| rellev),

Valds a € R szammal valé szorzis csak nyujtast jelent, w=az =are'’.

Két sikvektor skalar szorzatanak komplex megfeleloje

a b
Legyen a két sikvektor a és b, komponenseikkel adva: a =[ax } b= [bx J Ezek skalar

y y
szorzata a-b=a,b, +a,b,.

A vektor komponensekkel felirt komplex szamok a=a, +ia, és b=b, +ib, . Szamitsuk ki

a és b szorzatat!
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a-b=(a, +ia, )(b, —ib, )=a,b, +a,b, +i(-a,b, +a,b, )=Refa-b }+i-Im{a-b }.
b,

Eszerint a skalar szorzat: a-b=Re {at_) } A képzetes rész pedig akkor 0, ha a,b, =a b,

X —

azaz

b
b—x , azaz a két komplex szamnak megfelelé vektor parhuzamos.

a)’ y

A legfontosabb transzcendens komplex fiiggvények az exponencialis, logaritmus fiiggvény,

a trigonometrikus €s hiperbolikus fiiggvények.

Az exponencidlis fliggvény valds és képzetes része:

w=e’ = =e*e¥ =e* (cosy+isiny)=e* cosy+ie*siny.

Tisztan képzetes argumentum hiperbolikus fliggvények:

eV +e ¥ cosy+isiny+cos(—y)-+isin(—y) 2cosy
2 2 -

Hasonldan: sinhiy =isiny.

coshiy =

=CoSYy.

Tisztan valds argumentumu hiperbolikus fiigevények:
Mivel e¥ =e " =cosiy —isiniy és e Y =e" =cosiy +isiniy, adodik, hogy
ey +e ¥ 2cosiy

coshy = 5 =cosly , hasonloan sinhy =—isiniy
Fentiekkel
2 +e"* e*(cosy+isiny)+e " (cosy—isin
coshz =1 +Ze = (cosy y)2 (cosy y):coshxcosy+isinhxsiny:
= cosixcoshiy +isinixsinhiy igaz az is, hogy sinh z =sinh xcos y + i cosh xsin y

Feltlind a szimmetria a trigonometrikus €s hiperbolikus fiiggvények kozott.

Szamos hasonlo eredmény vezethet6 le, ezek megtalalhatok példaul Bronstejn-Szemengyajev
Matematikai Zsebkonyvében vagy az interneten, példaul:
http://en.wikipedia.org/wiki/Hyperbolic_function

Tort linearis fiiggvénynek nevezik a w= & +§ komplex valtozos (zeC) komplex
cz +

fiiggvényt (weC), ahola,b,c,d € C komplex allandok és megkivanjuk, hogyad —bc =0,

mert ellenkezé esetben W = 2+ b s b = b = allando .

ad d
“z+d “(az+b)
b b
1) Legyenc =0, ekkorW:gz +g egész linearis fliggvény, ami nyujtast, elforgatast és
eltolast jelent.
2) c¢=0. Ekkor minden z-hez létezik egy egyértelmii w érték. Ha azonbanz = _d ,
C
az+b e .
akkorw = q — o0 , azaz erre az esetre is kiterjesztjiik a fliggvényt.
CZ +
a b a(Hd)_adﬁc
az+b ¢ ¢ ¢ c) ¢ ¢cc _a 1 bc-ad
3) W= = = =_+ .
cz+d d d C d c¢?
Z+— Z+— Z+—
C C c


http://en.wikipedia.org/wiki/Hyperbolic_function

¢s az utolsd tényezd szamléaloja, mint korabban feltettilk, nem zérus. Belattuk tehat,

hogy a w alakja w=« +i =a +£ ,ahol u=z+y. Itt a és y eltolast, B nyhjtast
Z+y u

jelent és az u komplex szam reciprok képzése — mint lattuk — az egységkorre vald

inverziot és a valos tengelyre valo tiikrozést jelenti.

Ezek mindegyike szbgtarté és forgasirany tartd leképezés.

v

Inverzio az egységkorre melyet metsz6 egyenes inverze az egységkort metszo kor.
Egymasnak az azonos tonusu pontok felelnek meg.
Origén atmend egyenes inverze sajat maga ellentétes iranyitassal

N

/uV'

Inverzio az egységkdrre, melyen kiviil halado egyenes inverze az egységkor belsejében halado
¢€s az origon atmend kor. Egymasnak az azonos tonusu pontok felelnek meg
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Inverzi6 az egységkorre, melyen kiviil halad6 kor inverze
az egységkor belsejében haladd kor. Egymasnak az azonos tonusu pontok felelnek meg

Allitas: Tort linearis leképezés kort korre vagy egyenesre, egyenest korre vagy egyenesre
képez le.

az+b
cz+d
cz® + (d — a)z —b =0 masodfoku egyenlet gyokei, igy egy vagy két fixpont van.

A tort linedris leképezés fixpontjait a w=

=7 egyenlet megoldasa adja, azaz a

Fiiggvényvizsgalat

Feladat: A felso félsik leképezése az egységkor belsejére
iyA
P

Keressiik azt a tortlinedris fiiggvényt, amely a felsé félsikot (Im{z}>0) a w = " egységkér
belsejére képezi le. Az el6z0 fejezet 2) bekezdés alapjan tudjuk, hogy ¢ # 0.

A w=1-e'" egységkor képe az y = 0 valds tengely, igy a valds tengely képén |W| =1,
ax+b
cx+d

azaz|w| =

=1. Ha x — o, akkor |w|—

E‘ =1, tehat a # 0 is igaz kell legyen, ekkor
C
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74—
kiemelhets =, azaz w=2—2-kZ=% ahol |k|=1. a és B kiilonbozs kell legyen.
C c d - p
Z+—
C

Nyilvén a z = a pont képe a w komplex sik origdja, w = 0. Ezt a megfeleltetést mutatja a fenti
abra e pontja. Mivel ez az egységkor belsé pontja, Im {a } >0. Valés z = x értékekre

|W(X)|=1=|k| X_Z , igy ‘X_—;‘=l, azaz fp az a tikorképe a valos tengelyre, az o
X— X—
komplex konjugaltja: £ =& . Igy végiil a keresett leképezés:
w=kZ=% |k|=1, Im{a}>0.
l—«

Egységkort az egységkorre leképezo fliggvényre példa:

w=k2=% |k|=1, |a|<1

1-az
A 7 sik koncentrikus koreinek képe a w sikon az alabbi dbra szerint alakul:

Komplex fiiggvények folytonossaga, differencialhatosaga

Definiciok:

Zo a H ponthalmaz torlodasi pontja, ha zg minden ¢ sugari kérnyezetébe a H halmaz o sok
pontja esik.

H zart, ha tartalmazza minden torlddasi pontjat.

A H halmazon értelmezett f(z) folytonos a z, pontban, ha barmely {z N }95 H pontsorozatra,

mely zo-hoz tart f(z, )— f(z, ). Masik megfogalmazassal minden & > 0-hoz zo-nak van
olyan kdrnyezete, hogy az abban fekvo pontokra | f(z)-f(z, )| <e.
f(z,)-1(z0)

z, -1,

n

A 7o pontban f(z) akkor differencialhaté, ha mindenz , — z ,pontsorozatra

df
ugyanahhoz a hatarértékhez tart. Ezt a hatarértéket pr (zo)=1"(z, ) jeldli.
z

Az f(z) figgvény a T tartomanyban holomorf (regularis, analitikus), ha minden
z € T pontban differencialhato.
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A differencialas szabalyai a valos fliggvényekkel kapcsolatban tanult szabalyokkal analog
) . d(az+b) Y .
szabalyok, példaul: T =a; (Z ) =nz"" .
z

Példa nem differencialhaté komplex fiiggvényre: f (Z ) =Z nem differencialhato. Legyen a
{z, }pontsoroza z+h, ahol a h— Okomplex szdm elsé esetben valés, masodik esetben

Tih—7 1, ha h valds
tisztan képzetes. [gy lim——= =4 _ . Ez az alabbi 4bran lathato.
P Y 5o h Th =-1,ha h képzetes
|y A iyA e Z+h
Z z+h l
oO¢t———o
[ Iv4
X X
7 z+h L 3
P — T
ez+h
h valos h képzetes

Cauchy-Riemann differencialegyenletek

Vizsgaljuk meg, milyen differencialegyenletet elégit ki a w = u + iv = f(z) holomorf komplex
f(z+h)-f(z)

figgvény u(x,y) valos és Vv(X,y) képzetes része. f '(Z): lim . A parcialis

h—0

derivaltakat az indexbe irt valtozoval jeloljiik.

El6szor legyen h valos, ekkor
£(2)= LirTg)u(x+h,y)+|v(x+h,)r/1)—(u(x,y)+|v(x,y)):
i 4 y)—ulxy) Lvixeh y)-v(x.y)

h—0 h h—0

=U, +1Iv,

Masodszor legyen h = ik képzetes, ekkor
£(2)= lkingU(x,y+k)+IV(X,y+_|:<)—(U(X,y)+lV(x,y))

- i
imu ey HK)-uloy) vy k) -v(x,y)

k—0 ik k—0 ik

=—iu, +v,

Mivel a differencidlhatésaghoz a kétféle alaknak azonos hatarértéket kell adnia, teljesiilnie
kell, hogy

u,=v, é v, =-u

y

Ezek a Cauchy-Riemann (C-R) differencialegyenletek. Belathatd, hogy a differencialhatosag
szlikséges ¢és elégséges feltétele a C-R differencidlegyenletek teljestilése.



A C-R differencidlegyenletek tovabbderivalasaval kapjuk, hogy u,, =v, =v,, =-u, , azaz

U, +u, =Au=0|, tehat u(x,y) kielégiti a Laplace egyenletet, azaz harmonikus fiiggvény,

v(X,y) ugyancsak harmonikus fliggvény.

Belatjuk, hogy egy holomorf fiiggvény altal 1étesitett leképezés konformis, azaz szogtarto.
A L iv4 w
1y 7

%0 w=fz) | f@) wo

2o

\ A

A z sikon a zg-hoz tartva hatirozzuk meg a w’ = f '(z)differencialhanyadost. A z — zg
kiilonbség szoge — argumentuma — arg(z—zo )—)a. A komplex szamok exponencialis
alakjabol nyilvanvaléan kovetkezik, hogy

wo(ww, )-ara(z-2, )=arg U2 |y 1z, )0

) PRSI

fgy arg (W— W, )—> a+ @, de ¢ csak a zp ponttdl fiigg, a rajta athalado (az abran vékony vagy
vastag vonallal rajzolt) gorbét6l nem. Tehat a w, = f (Z 0 ) leképezés minden a Zzo, illetve a
Wp ponton atmend gorbét azonos szdggel forgat el.

Maximumtétel

Ha f(z) a T tartomanyon holomorf és nem éallandé, akkor | f (z )| nem érheti el maximumata T

belsé pontjaban.

Ha f(z) a T tartomany lezartjan, T -n is folytonos, akkor | f (z )| maximumét a T hatéran éri el,

hacsak f(z) nem allando.

Hatvanysor Tegyiik fel, hogy a ch (Z —a)” hatvanysor p konvergenciasugara nem 0,
n=0

azaz 0< p< oo. Ekkor a hatvanysor f(z) dsszegfiiggvénye a p sugari konvergenciakoron beliil
holomorf és a sor tagonként differencialhatdo és az igy kapott sor Osszege a fiiggvény

differencialhanyadosaval egyenls. f'(z)= icn n(z-a)"*.

Igaz tovabba, hogy ennek a sornak tovélj)derivéléséval az f(z) figgvény akarhanyszor
differencialhaté f(")(z):icnn(n—l)...(n—k+1)(z—a)”’k , (k = 0,1,2,...). Ennek a
differencialhanyadosnak an:k konvergenciasugara azonos az  eredeti  hatvanysor

. , . , 1
konvergenciasugaraval. A konvergenciasugar p =

lims/[c. |

n—o

A k-adik derivaltat a z = a helyen kiszamitva a fenti sorbol
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k

f)(a)=c k(k-1)-..-1.0° =c, k!, tehat ¢, =

a valos fiiggvények Taylor

fk
k

(!a)(z—a)k

soraval analog modon. Ezt beirva a fenti hatvanysorba | f (Z ) = Z
k=0

Példak komplex Taylor sorokra:
2 n ’

z
e’ =1+z+—+..+
2!

z

+... Innen az is kovetkezik, hogy (e ’ ) =e’.

n!
3 2n+l
sinz:z—z—+...+(_1)” e
3! (2n+1)!
22 ; ZZn
COS Z :1—E+...+(—1)

Integraltételek

G a fenti baloldali abra szerinti egyszeresen Osszefiiggd zart iranyitott gorbe, f(z) egy T G

tartomany belsejében holomorf. Ekkor f f(z)dz=0
G

Ez Cauchy integraltétele. Ha a G gorbét két darabra vagjuk, Ci-re és C,-re, akkor — a
jobboldali 4bra szerint — ij (Z)dz = _[f (Z)+ _[ f (Z)zO. igy If (Z):— _[ f (Z)

C,+C, C, C, C, C,

Viltoztassuk meg a C, gorbe iranyitasat, ez a C, gdrbét eredményezi.

El6z6 eredményiink szerint tehat If(z)= If(z), azaz az alabbi baloldali dbran az f(2)
C, C,
holomorf fiiggvény vonalintegralja az a és b pont kozott nem fiigg az integralasi uttol.

b
C»
C1 Cl
a
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A fenti jobboldali abra alapjan az is nyilvanvalo, hogy ha a T tartomany, amelyben f(z)
holomorf, tartalmazza mind a C, mind a C1 zart gorbét és a kozottik 1évo gytriiszerti
tartomanyt, akkor a jelolt egyszeresen Osszefliggd, atmetszéseket tartalmazd gorbére vett
integral zérus voltabol kovetkezik, hogy

C c,
hiszen az atmetszés paron oda-vissza integralva zérus 6sszeggel valtozik az integral.

b
Az I f (Z)dz hatarozott integral — hasonldéan a valds esethez — az F(z) primitiv fiiggvény

a

ismeretében  szamithatd, F(z) :I f(¢Wg, ahol  tehat F'(z)=f(z). Igy

b
I f(z)dz=F(b)-F(a). A primitiv figgvények csak egy komplex konstansban
kiilonbozhetnek.

A komplex valtozos fliggvények lehetnek tobbértékiiek. Ezt egy példan szemléltethetjiik. A
w=e’ =e ¥ =e* (cosy+isiny) fiiggvény az egész komplex szamsikon értelmezve van
és a W = 0 kivételével minden értéket felvehet és a hozzarendelés egyértelmi. Az inverz
figgvény z=Inw= In(re“" ): Inr+i(p+2kz)=x+iy; (k=0,£1,42,...), mert e
értéke nem valtozik, ha ¢-t a 27 egész szamu tobbszordsével noveljikk vagy csokkentjiik (Id.
alabbi abran).

A z = Inw fliggvény f6értéke a —7 <y < savba esik. Ezt a savot a w=e’ fliggvény az
egész komplex w sikra képezi le (mint lattuk, a w = 0 pont kivételével). Ezt egy Riemann
levélnek nevezik. A kovetkezd z sikbeli sav ugyanide képzddik le, de egy e feletti Riemann
levélre (a kiillonbozd sotétségli sdvok ugyanarra a W sikra képezddnek le, az alapértelmezés
szerinti sav képe vele azonos tonusu). Fontos, hogy a primitiv fiiggvény azonos Riemann
levélen fekvd pontbeli helyettesitési értékeinek kiillonbségeként szadmitsuk a hatarozott
integralt.

Morera tétele = a Cauchy integraltétel megforditasa



Ha f(z) a T tartomanyon folytonos és if f (Z )dz =0 minden G < T gorbén, akkor f(z) a T —
G
ben holomorf.

Cauchy-féle integralformula
Ha f(z) holomorf egy T oG tartomany belsejében és az a pont a G zart gorbe altal
korbefogott tartomany belsé pontja, akkor

Ez egy igen fontos tétel, mert lehetdséget ad arra, hogy egy holomorf fiiggvény értékét egy
tartomany (kétdimenzios sik) tetszéleges pontjaban a fiiggvény gorbén felvett (egydimenzios
vonal) értékeibdl eldallitsuk. A kovetkezo abran a pontok és vonalak helyzete 1athato

oz

Térjlink vissza a komplex Taylor sorokra, mint lattuk
' (2) f (k)
f(2)= f(a)+%la)(z—a)+le(a)(z—a)2 +...+k—|(a)(z—a)k ..
Szamitsuk ki f * (@) értékét a Cauchy féle integralformula alapjan.

f(a):i Mdz

2my z—a
—f f
fr(a)= L f M) (Cgyg o g 1)
275 (z-a)’ 27g(z-a)’
f
fﬂ(a): 2'§ (Z) dz
ZmG(Z—a)3
(k) f
f(k)(a): kl_{ f(z) dz, innen f (a): 1_§ (Z) dz, ezt visszairhatjuk a

. f
Taylor sor eredeti alakjaba, ekkor azt kapjuk, hogy f (z ) = Z{ 21 - if ( (Z)?( - dz}(z - a)k :
k=0 mMs(z—a ’

Ez az 6sszeg k<0 indexekre is kiterjeszthetd. Ha k = -1, akkor a sor -1-edik tagjat kapjuk:
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jel

{ 1§ f(Z)dZ} 1a:{22§f(Zﬁ{y;%gz—i—R%{f&)ﬁ}.AF@&mlﬁwm

27} (7-a)" | z- z-a
tagot kiilon is kiirva, az f fliggvény szingularis a pontbeli reziduumat kapjuk:

Res{ f (z),a}:ziﬂi“(z)jz .

Laurent sor
Terjessziik ki a Taylor sorban az sszegzést tovabb egészen -oo -ig!

Legyen az f(z) fiiggvény a T tartomanyban holomorf, kivéve a z = a pontot. Ekkor az a pont
koriili Ky, Ky korgytirtik altal kozrefogott tartomanyban (K, ,K, < T)

ahol

Ez a végtelen sor az a pontban szingularis f(z) fliggvény Laurent sora.

Legyen z = a az f(z) fiiggvény szingularis pontja!
A Laurent sor egyiitthatoinak lehetséges értékei alapjan harom esetet kiilonboztetiink meg:

1)vc, =0,ha n<0, ekkor az f(z) fiiggvénynek a z = a pontban megsziintethetd
szingularitasa van.
2) dc, #0,ha n<0, de csak véges sok n esetén, ekkor z = a az f(z) fiiggvény n-ed rendi

polusa.
3) vegtelen sokc, =0,ha n<0, ekkor z = a az f(z) fiiggvény lényeges szingularitasa.

Példak a fenti harom esetre.

sinz 1 > 2?2 z* , o .

1) f(Z):—:—(Z——+——+...J=l——+——+..., azaz nincs negativ indexi
z z !

egyiitthato. Bar a fiiggvénynek a z = 0 szingularis pontja, de e ponthoz a z = 1 értéket rendelve
megsziintettiik a szingularitast.

2 4 3
2) f(z):@:1 1-2 4 r :1—£+Z——+..., a z = 0 pont elsérendii polus,
z z ! z 21 41

mert c_; # 0, a tobbi negativ indexii egyiitthatd zérus.

-11 -



3) f(z):sin(ijz1 1 1 7n:i Vn péaratlan indexre .
z) z 31z® 517° n!

Analitikus folytatas
Tegyik fel, hogy nem ismerjik az f(z) fﬁggvényt, de ismerjik egy a pont korili Cq
konvergenciakor belsejében a fliggvény f, Za Taylor sorat. {gy a C; kor

belsé b pontjaban kiszamithato a fiiggvény f(z) Gsszes derivaltjaval egyiitt, kapunk egy b
korili Taylor sort, amely konvergens egy C, konvergenciakor belsejében. Ha C; kinyulik C;-

bdl, akkor f, (Z): an (Z —b)n az elobbi fliggvény Kkiterjesztése ¢és az egyesitett

C, uC,tartomanyban a fenti Taylor sorokkal eldallithato, az egyesitett tartomany nem
tartalmazhat szingularis helyet.

00

Ha eljutunk egy p pontba valamilyen aton, és ott létezik egy f ( Z P,

n=0
akkor annak egyiitthatoi nem fliggnek attél, milyen aton jutottunk oda.

Példa nem folytathato sorra

F(z)=1+z+2%+z* +2% +..,

F(z22 )=1+2%2 +2* +2% +..=F(2)-

F(z*)=1+2* +2° +..=F(z)-z-127%,

tehatF(2)=z+F(z22 )=z+2% +F(z* )=z+22 +2* +F(z°)...

A z=1(e), 7" =1 (e, e), 2 =1 (e, e, o), stb. mind szingularis helyek, mert ekkor a
sorosszeg végtelen. Ezek a pontok mind az egységkoron fekszenek. Az egységkor ivének

barmilyen kis szakaszara esik szingularis pont, ezért nem tudunk kijutni az egységkorbdl azon
kiviili pontba.
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Konform leképezések

uix, X u
A folytonosan differencidlhaté valds valtozos valos fiiggvénypar, E y;} eqy ( )—)( )
VIX,y y v

transzforméciot valdsit meg. Ha minden targyponthoz egy ¢€s csak egy képpont tartozik, akkor ez egy-

X u
egyértelmil transzformacid. Az ( j és ( J egymas képei. A fenti transzformacio az (X,y) sik R
y \"

tartomanyat az (U,v) sik R’ tartoményédra képezi le. Az R tartomany elemi teriilete AA, , az R’
y . . - A'Auv 8(qu) . ’ y
tartomany elemi teriilete AA . lim = = , a terliletek hanyadosanak
syo0  AAL|8(X,Y)

hatarértéke a transzformacios fiiggvények Jacobi determinansa.
ou ou
- - 1
OX oucév ouov ) ., ) .,
= o =—————=%0. Ekkor az inverz transzformacié Jacobi determinansa a

N V| Oxody oy ox
ox oy

Jinverze, J ! és ez létezik, ha az iménti feltétel (J nem zérus) teljesiil.

A fenti valos fliggvénytranszformacio atvihetd komplex fiiggvényekre. Legyen u és v egy holomorf w

= f(z) komplex fiiggvény valds és képzetes része. Ekkor o(u,v) =[f'(z) °)

o(x,y)

ou .ov ou .ov .ou oV
=—+l—=—+I- +—.
OX Ox oy oy oy oy

Valoban: w=u+iv=f(z),igy f'(z)

|f/(2)|” = valés - valés + képzetes- képzetes= — — — "~ "~ =J
ox oy oy ox
Tehat f ’(Z ) # 0 esetén egy-egyértelmi a leképezés.
—
z
0 w = f(2) Wo
s

-13-



Korabban lattuk, hogy holomorf fliggvények altal megvaldsitott leképezés konform, azaz szogtartd. Az
is teljesiil, hogy egy — példaul a fenti abran lathaté — kis elemi haromszog teriiletének és a

képharomszog tertiletének aranya 1: | f ’(Z 0 ) ? , igy az oldalak aranya 1: | f '(Z 0 )| .

Riemann leképezési tétele (1851)

Létezik olyan holomorf w= f (Z) fliggvény, amelyik egy egyszeresen Osszefliggd R tartomanyt,
melynek hatara C kolcsonosen egyértelmiien az egységkor belsejére képezi le. Beallithato az f(z) ugy,
hogy tetszdleges z, ¢ R az origoba, tetszéleges zc# C az egységkor adott We pontjara képzodjon le

(1d. a kovetkezo abrat).
A

Zc
Wc

v

Schwarz-Cristoffel transzformacio

Feladat a fels6 félsik (R tartomany) leképezése egy egyenes szakaszokkal hatarolt R’ sokszog belsejére.
Az R’ soksz0g lehet zart vagy nyitott.

X1 X2 X3 X4 X5 Xn-1

V><

A leképezo fliggveény derivaltja, illetve a leképezo fliggvény alabbi alaku:

d—WzA(z—x1 )%’l (z-x, )a72’1 o(z-x, )o
dz
a, a,

W=AI(Z—X1 )7t (z2=x%, )7 e (z2-x, )a7n’1dz+B.

Harom cstcspont tetszOlegesen helyezhetd el a valos tengelyen, de célszerli az X, pontot a oo-be

helyezni, mert igy a leképez6 fiiggvény egyszeriibb alaku. Valoban, ha A= Kk , akkor

(-x, )"
An

Iy
dW—K(z—x1 Yt (z=x%,) % (X” _Zj S K(zex ) (%, ) L

E B Xp —®©
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Példa

Q' |72 /2] S’ u. Q S X

b b P -1 1 T
M A(z41)2" -(2-1)2" = A[(z41)(2-1)] 2 =—2_,
dz 72 _1

=K-arcsinz+B, aholK =-jA.

W:AI CiZ :KJ‘ dz 2
vz© -1 v1-z

A két konstans, K ¢s B értéke az dbran jelolt pontok megfeleltetésébdl konnyen adodik:

W=Fb+i0 — x=71, azaz K-arcsin($1)+B:K($%j+8:$b,

innenK:Z—b és B=0, igy W:Z—barcsinz.
V4 T

Tetszéleges, paraméteresen megadott kontiru zart C gorbe leképezése a valos tengelyre, illetve
annak egy szakaszara.

iy iva

A
E X, C u

»

Legyen a C gorbe a t paraméter (példaul polarszog) segitségével x = F(t), y = G(t) alakban adva, ahol F
és G folytonosan differencialhato fiiggvény. Ekkor a z=F (W)+iG (W) a w sik valods tengelyét, C -t
leképezi a C gorbére. Nyilvan, hiszen a C-nw =u + iv = u és igy z=F (u)+iG(u)=F(t)+iG(t)
éppen a C gorbe leirasa.

Példa tetszoleges kontiru gorbe a valés tengelyre torténd leképezésére, a gorbe kiilsejének
leképezése az also félsikra:

Egy origd kozéppontu ellipszis paraméteres egyenlete X =acost; y =bsint; t e [0,27:].

fgy a z=acosw+ibsinwfiiggvény az iv = 0 helyettesitéssel leképezi a valos u tengelyt az ellipszisre.
Valdban, z=X+Ily =acosu+ibsinu éppen az ellipszis paraméteres egyenlete a Z komplex sikon. A
valos tengellyel parhuzamos, de alatta haladdo w=u—i-1 egyenes képe a z sikon egy az eredetinél
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kisebb tengelyviszonyll zart gérbe. Minél nagyobb a W egyenes tavolsdga a valds tengelytdl, annal
,kerekebb” a képgorbe, fokozatosan korbe megy at.

A z =2cost +isintellipszis koré rajzolt koordinatahalod
¢sa W=uU—I egyenes képe (piros vonal).

Komplex potenciilok

A kétdimenzids aramlasok modellezhetOk komplex valtozds fliggvényekkel, ha az aramlés stacionarius,
forras- és 0rvénymentes.

ov
Az orvénymentesség rotv = 6_y - éyx = 0. Ekkor létezik egy @(X,y) sebességpotencial, hogy
X
)
v
Vy o® X oy
oy
mert valoban rotv = afo® _i(&_@bj =0
ox\ oy oy \ oXx
. X 8\/ y
A forrasmentesség divv = + =0. Ekkor 1étezik egy ¥(x,y) aramfliggvény, hogy

o, v

v

X v PV
oy 7 OX

mert valoban divv=g 6_5” +£(_6_‘szo
ox\ oy oy OX
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Szamitsuk ki divv =div grad @ -t! i[@_@ j + ofo® =A® =0, tehat @ harmonikus fiiggvény,
ox\_ oX oy
azaz egy holomorf komplex fiiggvénynek példaul valos része.

Szamitsuk ki rotv-t!  rotv= 2( _or j _ofo¥ =—AY¥ =0, tehat ¥ is harmonikus fliggvény,
OX OX oy\ oy

azaz egy holomorf komplex fiiggvénynek példaul képzetes része.
Legyen w=@+i¥="f ( )= f (X+iy) a holomorf fliggvény. Differencidljuk ezt a fiiggvényt!

W= df acb asv aQD asv _o¥ .acp
dz 8x ax |6y |ay oy oy

Mindkét alak szerint kapjuk, hogyw'=v, —iv , azaz

df
aw =@ +1Y¥ holomorf fiiggvény w'= P derivaltjanak
Zz

valos része a sebességvektor X irdnyu komponense,
képzetes része a sebességvektor y irany komponensének (-1)-szerese, tehat

df

!

w' = P =V, a konjugalt sebesség
z

Ebbél az is kbvetkezik, hogy |v|= ‘W ‘—|W (z).

A torlopontokban |v|=0, azaz |w’'(z (z )| =0, tehatw’(z)=0.
A ¥(x,y)=4&lland6 vonalak aramvonalak,

A @(x,y)=allandd vonalak ekvipotencialos vonalak,
¢s ezek kolesondsen merdlegesek egymasra és gorbevonalll ortogonalis koordinatarendszert alkotnak.

Aramlisok linearitisa, komplex potencialok szuperpoziciéja

Mivel mind a divergencia, mind a rotacid linearis operacio, igy két forras €s drvénymentes sebességtér
(vagy elektromos erdtér) osszege is forras és drvénymentes. A holomorf komplex potencialok szintén
Osszeadhatoak.

Legismertebb aramlastani példdk egy parhuzamos sikaramlés, forras, nyeld vagy dipo6lus valamint
orvény. Utobbiak legyenek az origdba helyezve.

Ezek komplex potencialjat, annak valos és képzetes részét, valamint konjugélt sebességét az alabbi
tablazatban foglaljuk 6ssze

Tipus Komplex Konjugalt Potencialfiiggvény | Aramfiiggvény
potencial sebesség
Parhuzamos Ve i .7 Ve 7 V (xcosg+ysing) | V(ycosp—xsing)
aramlas
Forras-nyel6 Q N Q. Q np., Q Q,
2 2z 2r 2z
ahol z=pe'
Dipélus (azonos | v v VX -
intenzitasu, 7 B 2_2 | , | 2 | , | 2
végtelen kozeli
forras és nyelo)
Orvény r . i r
—-ilnz —_— -—0, —Inp
2r 21z 2r 2r
ahol z=pe'
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Dipolus, 6rvény és parhuzamos aramlas szuperpozicioja

Helyezziink el a z komplex szamsik origdjaba egy v =1 erdsségli dipolust €s egy I'= 1 erdsségii 6rvényt

¢s szuperponaljuk ezekre a V = 1 sebességli parhuzamos aramlast. Az eredd komplex
. [ . _ -1 i .
poten01é1W=1+L|nZ+Z. A konjugalt sebesség V =d—W=—+L+1=VX —iv,. Innen
z 27 dz 72?2 2m
.. . y 2 _x? y
kovetkezik, hogy vV, = ~+ . . +1,
(XZ_%yz) Zﬂ(X +Y )
-2
vV, = v X

y

(XZ-FyZ)Z 2ﬁ(X2-+y2).

- Inyx?+y?
A fenti tdblazat szerint az aramfiiggvény Y’(X, y ) =— 4 —+ > y +y
X* +y 1

Hatdrozzuk meg az aramfiiggvény értékét az origd korili egységkoron, ahol tehat
—sing In/1
1

X=00sp; y=sing. ¥(cosep,sing)= + +sing=—-sinp+0+sinp=0, azaz az

egységkor aramvonal, rajta az dramfiiggvény allando.

Hatédrozzuk meg a sebességet az egységkoron!

sin? ¢ —cos? sin —C0os2¢ sin
(= 4 (/)2+ > ¢ —— 1= (p+ ¢+1,
(cos? p+sin? o) 27(cos? p+sin? o) 1 27
v - —sin2¢ Cos @ _—sin2¢ cosg
’ <C082g0+sin2(p)2 27T(0032<0+5in2(/’) 1 2z
A torlopontokban a sebesség mindkét komponense zérus: vy = 0 és vy = 0. A masodik feltétel szerint
—2sin¢cos CcoS ) -1 i
0= it (D,azaz Singp =—, tehat @ =arcsin —ij
1 27 47 4

@, =—4,56" ;p, =184,56".

Teljestil-e ekkor, hogy vy is zérus?

. sin . . sin . sin
v, :—(0052 p—sin? ¢>)+—(p+1:—(1—sm2 @—sin’® ¢)+—¢+1:28|n2 g0—1+—(p+1=
2 2 2
2 1 =0 valdban.
(47;)2 Ar-2r

A torlopontok az egységkoron 1€vo
g (456" w180 _ g =10079507 _ ooq(_0,079587 )+ isin (— 0.079587 ) = 0.99683 007951 , illetve

g ~1((1807 456 m180 ) _ g 1322118 _ 06 (3.22118 )+ isin (3.22118) = ~0.99683 — 0.0795i
komplex szamok.

—y  Inyx®+y?

A ¥(x,y)= X 1y? + " +y =4all. aramvonalon az aramfliggvény teljes derivaltja zérus,

azaz
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oY oY

d¥ =—dx+—dy=
OX oy
1y 2
2y2x2 —+ XZ dx + 1(X 2+y 2)+2y2y+ . y2 +1 (dy =0.
(x +y ) (X +y ) (x +y ) (X +y )27[

Igy megszerkeszthetd az aramvonalak érintdje iranydba mutatd irdnymezo.

Hasznos sorfejtések

cotz_l+222

z n-1 Z —(n77:)2

0

1
cothz==+2z
z nz—;‘zz+(nzz)2

A masodik sorfejtést tovabb alakitjuk'

1 c 1 - 1 1 < -
thz==+2 _ = -
comz z+ an_l“ZZ_(inﬁ) Zl“(z—mn z+in7rj z+n§; —inx nzwz—ln;z

n=0

Ezt a sort két 1épésben tovabb transzformaljuk: zcothaz = Z z . Ezutan legyen
—m—-inr AL z-in
z, -7’ r N 1 -
7= ,ekkor zcoth—=(z, -z")= > —————=t Z Végiil t-vel osztva
t t oz, - 7, —(z'+itn)’
—in
t
ZeothZ(z, -2")= i L
t 0 =z, —(2'+in

Aramlistani példa

Ez az eredmény igen hasznos, mert lehetdve teszi, hogy egy egyenletes t osztasti végtelen sok azonos

intenzitast szingularitasbol (forrasbol vagy orvénybdl) allo sor konjugalt sebességterének ereddjét

meghatarozzuk. Mint lattuk, az origdoba helyezett szingularitdas konjugalt sebessége a zp pontban
S

2wz,

, ahol S = Q forras és S = il 6rvény esetén. Ha a szingularitast a z” pontba helyezziik, akkor a

konjugalt sebesség . Ha nem egy, hanem végtelen sok, egymas felett (iy iranyban) it

27(zy—2")
osztéskézzel elhelyezett szingularités sebesség konjugaltjat akarjuk kiszamitani, akkor ezek

crer

0 o0

_ S S 1 S 7« S V4
- 2yt S T (7, —2')=~cothE(z, 2"
v(z.) nzz,mer(zO —[z"+int]) Znn;zo —[z'+int] 2zt © t( o =2') T t(ZO ')

A coshz és sinhz fiiggvények 2. oldal 5. és 6. soraban 1évé képletei alapjan hanyadosuk valos és
képzetes része is konnyen kiszamithato.

Ha a szingularitasok nem a képzetes tengely iranyaban vannak t osztassal eltolt helyzetben elhelyezve,
hanem a val6s tengellyel parhuzamosan, akkor a cotangens-fiiggvény adja a végtelen sor 0sszegét.
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Hétani alkalmazas
A 2 dimenzios hovezetés differencialegyenlete izotrop anyag esetén (1d. Koérnyey Tamas: Hotutvitel, I1-

2-(2) képlet, Fourier differenciélegyenlet)g =—gradT .

. or . oT . ..
Ennek komplex alakjag=—A| — +i— |= +1q., .
p jaq (ax EByJ g, t1q,

Ha egy egyszeresen Osszefiiggd, zart C gorbével hatarolt tartomanyban nincsenek héforrasok, akkor a
Gauss-Osztrogradszkij tétel értelmében a zérus ered6 ho fluxus azaz a héaramsiirtiség-vektor C gorbére

mer6leges komponensének integralja a teljes C gorbére zérus: :f q,ds ::f d,dy-q,dx=0 (ld. az
C C

abrat).

iy 4 C.]y n

v

A hoéforras mentesség azt jelenti, hogy
0 aq 2 2
divg = il +—L=-1 g(gJ'l-g a =-A1 o1 +a T =0, azaz a hoOmérséklet
OX oy OX\_ OX oy\ oy ox? oy’
eloszlas harmonikus fliggvény, itt felhasznaltuk a hévezetés fenti differencidlegyenletét. Lattuk, hogy
egy holomorf komplex valtozos fliggvény valds (és képzetes) része harmonikus filiggvény:
f (Z)= l1’(X, y)+ icD(x, y). A valos és a képzetes rész, P(x,y), illetve &(x,y) a hofluxus vonalakat,
illetve az izotermakat adjak meg,amennyiben a peremfeltételeket is kielégitik.

Tekintsiik példaként az alabbi abran lathatod, +y iranyban végtelen, X irdnyban a szélességii féltestet,
melynek hatarol6 oldalain szakaszonként allando eldirt hdmeérséklet uralkodik.

Iy
VA

7

w=sin(zz/a)

A B

-2 T=0 a2

A feladat megoldast ne a z sikon, hanem annak célszerli leképzett w komplex szamsikjan keressiik! Az
abran fel van tiintetve egy ilyen célszerli — a geometriat 1ényegesen egyszeriisitd — leképezd fiiggvény.

Kézikonyvek (pl. Bronstein idézett zsebkdnyve) alapjan

sin(ﬂ—zj :sin(ﬂ—xjcoshﬂﬂ—yj+icos(”—xjsinh(ﬁ—y} fgya z =$§+i0 pontok képe:
a a a a a 2
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W:u+iv:sin[$%]cosh(0)+icos($%jsinh(0):i1+i0, amint ez az 4bra jobboldali képén

latszik.
Mint lattuk, a hdmérséklet eloszlast egy harmonikus fiiggvény, azaz egy holomorf fliggvény valds vagy
képzetes része irja le.
Definidljuk a w komplex szdmsikon az f (w)=Aln(w+1)+BIn(w-1)+iC holomorf fiiggvényt,
amelyben A, B, C valds konstansok.
Az f (W)= In (W) logaritmus fliggvény exponencialis alakja: In (W)= In (pe o )= Inp+i@, itt O a
komplex szamot az origoval Osszekotd egyenes szoge. Ha a logaritmus fiiggvény argumentuma
véltozik, akkor a szoget definialé egyenes is modosul. Nyilvan — Im{In(w+1)}= O, ,. Kovetkezik
tehat, hogy

@(u+iv)=Im{A-In(w+1)+B-In(w-1)+iC }= A®, +BO, +C,
ami egy harmonikus fliggvény. Ennek a fliggvénynek ki kell elégitenie a peremfeltételeket a leképzett
komplex sikon (Id. a jobboldali abrat).

A w sik valds tengelyén v = 0.

Hau>1,  akkor® =60,=0, azaz ®(u>1,0)=A-0+B-0+C=2T, tehatC=2T.
Hal>u> -1, akkor @, =0; @, ==, azaz @(1>u>-1,0)=A-O+B-7r+2T=0,tehétB=—£.
T

Hau<-1, akkor@®;=0,=x, azaz cb(u<-1,0):A-7z—£-7z+2T =T,tehétA=I.
T T

Behelyettesitve ezeket az értékeket kapjuk a w sikon a hémérséklet eloszlast.

cp(u+iv):1@l —2—T@2 +2T :Iarctan[ij—z—Tarctan[ijLZT.
/4 T V4 u+1 T u-1

Utols6 1épésként ezt az eloszlast vissza kell transzformalni a z komplex sikra, ahol a vizsgalt féltest

T T
hémérséklet eloszlasét keressiik. Mint lattuk, U = sin ( X ] cosh [—yj és V = COS ( ”—stinh (_y} .
a a a a

fgy a hdmérséklet eloszlas a z komplex szamsikon:

i 65 63 P R 69

T(x,y):I-arctan —Z—.arctan +2T
T T
sin(ﬂxjcosh(ﬂyj+l sin(ﬂx)cosh(ﬂyj—l
a a a a

A fluxus vonalak a Yf(x,y)zlen [(u +1)% +v? ]—Iln [(u—l)2 +v2] fiiggvény szintvonalai,
T T

ahol, mint korabban u :sin(ﬁ—xjcosh(”—yj s V= COS(”—XjSinh(ﬂ—yj.
a a a a

Szabalyozastechnikai alkalmazasok

Jeloljiik a kimend jellemzot v-vel és a bemend jellemz6t u-val. Ezeket egy n-edrendi kdzonséges
linearis differencialegyenlet kapcsolja 0ssze. Az 1dot t-vel jeldljiik, az 1d6 szerinti differencialast,
integraldst a szokasos modon.

A szabalyozo6 differencialegyenlete

AV 4 A v 4 LAV AV +ANV=B, _[udt+ Bou+B,u'+B,u"+...
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Keressiik a megoldast U =u e bemendjel esetén v=v e'(“*?) =y e?e' alakban. Itt a kimendjel
fazisszoge a bemendjelhez képest ¢. Helyettesitsiik be ezeket a fenti differencidlegyenletbe.
v,e' (An (io)" +A,, (i0)"™ +.+A, (i0)” +Alio+A, )ei“" =

=u, (Bf1 (iw)™ +B, +B,iw+B, (iw)® Jr...)e‘”’t .
Egyszeriisitve '™ -vel és a kimendjel amplitadéjanak e'” -szeresét a bemend jel amplitudojaval osztva

v,e' v B, (iw)" +B, +B,io+B, (io)* +.. (o)
Up U A (i0)"+A , (i0)"" +.+A, (i0) +Alio+ A, ’

Itt bevezettiik a frekvenciafiiggvényt, amit F(iw)-val jelol a szakirodalom, ez egy komplex fiiggvény.
A frekvenciafiiggvény reciproka a @(iw) karakterisztikus fiiggvény. A 2. oldal aljan lattuk, hogy a
reciprokképzés az egységkorre vald inverzidt, majd a valos tengelyre valo tiikrozést jelenti.

Szabalyozo tipusa Differencialegyenlet @(iw) karakterisztikus fliggvény
Aréanyos A,v=u A,
Elsérendii késleltetésti | A v'+Ajv=u iAo+ A,
Masodrendii AV '+ AV +AV=U ~A,0° +Ajio+A,
késleltetési
Harmadrendi AV"+ANV AV +AV=U | —iA 0 A0 +iA 0+ A,
késleltetési
Negyedrendii Av M) LAV 4 A" —iA0° —A,0? +iA 0+ A,
késleltetésii LAV AV ALV =U
Aranyos és integralo AV A v=B IUdt +B.u iAo+ A,
. L . 1 0 1 0
elsérendi késleltetéssel N
B, +B, (iw)
Differencialé elso- A v'+A,v=B,u’ A o+ A,
rendl késleltetéssel iB. o
1

Meromorf fiiggvény definicioja
Az f (z) fuggvény a z e D tartomanyon meromorf, ha D-ben holomorf egyes diszjunkt polusoktol
eltekintve.

Rouché tétele
Legyen az f (z) fiiggvény a Zart, iranyitott C gorbe belsejében holomorf és C-n ne legyen értéke zérus.
A w = f (z) figgvény a z sik ilyen tipustu C gorbéjét a w sik zart G gorbéjére képezi le. Ha a z pont C
gorbén koriiljar, akkor ennek képe a G gorbét jarja végig. Mivel f (z) —nek a C gorbén nincs zérushelye,
igy a G gorbe nem halad 4t a w sik origdjan. Jeldljiink ki a C gorbén egy zo pontot, ennek képe a G
gorbe Wy pontja, melynek polarszoge, mas néven argumentuma @o. Kiindulva zp-bol és oda visszatérve
a képpont is visszatér Wp-ba, ekdzben argumentuma megvaltozik @;i-re. Tomor jeloléssel az
argumentum megvaltozasa: A arg f (z)=@, — @, ami nyilvanvaléan 27 egészszamii tobbszordse,

| Ac arg f(z)

egesz szam.
2r

. . Acarg f(z) -
Ezen jel6lésekkel bizonyithatd Rouché tétele, mely szerint — . =Z —P, ahol Z jeloli az (z)
Vs

fliggvény C-be es6 zérushelyeinek, P jeldli az f(z) fliggvény C-be esdé polusainak szamat figyelembe
véve ezek multiplicitasat is.
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A fenti abran egy negyedrendii késleltetésii szabalyozé F(iw) frekvenciafiiggvénye lathatd, az w
korfrekvencia az (1,0) pontban zérus, mire w értéke eléri az w = 5 értéket, a gorbe gyakorlatilag bejut
az origoba. A differencidlegyenlet egyiitthatdinak értéke ebben a példaban Ay =2, A3 =3, A, =4, A1 =
2,A0=1.

Zsukovszkij szarnymetszet eloallitasa

Mint lattuk, egy a valds tengellyel parhuzamos, V sebességii aramlasba helyezett origé kozéppontii R
sugaru korhenger koriili aramlds komplex potencidlja, ha a henger koriil I cirkuldcio ébred,

2 H 2

w=V {R— +12 J + ;i Inz . A kialakul6 aramkép sebességkonjugaltja V = aw =V (1—R—J +1 i .
z T z

Célunk, hogy ne csak korhenger, hanem aerodinamikai szarnymetszet kontiru hengerek (szarnyak)

koriili sebességteret is meghatdrozhassunk. Ehhez meg kell taldlni a R sugart kort szarnymetszetre

leképezd komplex fliggvényt.

2
A ¢= Z+a— fiiggvény szingularis pontjai azok a pontok, ahol a fiiggvény nem differencialhato.
z

dg a’ e : -y e .

P :1——2. A z=x+va“ pontokban a differencidlhdnyados 0. Ezek a leképezés kritikus pontjai,
z z

melyekben, mint a 12. oldalon lattuk, a Jacobi determinans 0. Ezeken kiviil a leképezés egy-

egyértelmi.
2

. . a , _
Mire képezi le a ¢ = z+— fiiggvény az a sugarq, origd kozéppontu kort? A kor egyenlete z=ae'’,
z

2
igy ¢=ae' + 2 - a(e v 1e )= 2acosp+i10=~&+in, tehat a kor leképzettie a valos
ae'
tengelynek a -2a < g < 2a szakasza.
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Mozditsuk el a kor kdzéppontjat a pozitiv képzetes tengely mentén Y-nal Ggy, hogy a — megnovekedett
sugaru — kor tovabbra is atmenjen a valos tengely +a pontjain. EkKkor az R > a sugart kor képe egy
korivdarab, mely most is atmegy a C sik & = £2a pontjain.

2a

z ¢

/&,

Kovetkez6 1épésben mozditsuk el a kort a negativ valds tengely mentén X-szel gy, hogy belsejében
tartalmazza a z = -a pontot és menjen at a z = a ponton. Ekkor a z = -a pont nem lesz kritikus pontja a
leképezésnek, ott a Jacobi determinans nem lesz 0, igy a leképezés a ¢ pontban konformis marad, azaz
ivelt gorbét kapunk, mely egy szimmetrikus profil orr része. A kor z = a pontja tovabbra is kritikus, ott
a leképezés elfajuld, mint az alabbi, C sikbeli profil * jelli pontja mutatja.

Végiil a korhenger felfelé Y-nal és balra X-szel torténd egyideji elmozditasaval ivelt aerodinamikai
profilt kapunk.
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Lattuk, hogy egy henger korkoriili aramkép parhuzamos aramlésban a w=V (R— + Z]+;£ Inz

z T
komplex potenciallal irhato le. A kor R sugarat meghatarozza a megvalositand6 sebességprofil. Az ivelt
Zsukovszki profil esetében példdul az 4bra alapjan nyilvanvalo, hogy R? =(a+X)>+Y? a
korhenger sugardnak négyzete. A I cirkulaciot akkorara kell valasztani, hogy a kilépd torlopont éppen
az = a + i0 pontba keriiljon. A komplex potencial a ¢ sikon w(g):w(z(g)) ¢s igy a konjugalt

2 2

dw_dw dz _dw 1 =V, - L , ahol f ’(z):i 248 2122w
d¢ dz dg¢ dz f'(z) f'(z) dz z 72

2 2
\7g: Vv R +1 |+i r z ,
ZZ 2712 Zz_az

Ezeket a sebességeket kell a z pont ¢ leképzettjéhez hozzarendelni.

sebesség V_ =
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