Analyse von technischen und wirtschaftlichen Daten

1. Erste Vorlesung

In dieser Vorlesung werden die Begriffe arithmetisches Mittel, Median, und korrigierte
empirische Standardabweichung erlautert. Der Boxplot und die daraus resultierenden
Informationen, sowie die empirische Dichtefunktion werden vorgestellt.

Beispiel 1: Es sollen die Studenten, die eine mindestens ausreichende Note in Mathematik
A2 erhielten nach ihren Noten klassifiziert:

Note Haufigkeit (vi) Relative Haufigkeit (vi/n)
Ns 5 20 20/500=0,04
N4 4 33 33/500=0,066
13 3 150 150/500=0,3
12 2 297 297/500 = 0,594

In der ersten Spalte der Tabelle sind die Noten, d.h. die moglichen Merkmalauspragungen
(ni =5, 4, 3, 2) enthalten. Aus der Summe der dritten Spalte sieht man, dass die Priifung
insgesamt n = 500 Studenten erfolgreich abgelegt haben, diese Zahl ist die Grofde der
Stichprobe, sie wird meistens mit n oder N bezeichnet. Die Note des i-ten Studenten wird

mit& (i=1, .., 500) bezeichnet. Das arithmetische Mittel der Noten wird mit der Formel
500

)00

berechnet. Es kann, wie folgt umgeschrleben werden
$= 500 Z Viti = Z 500

wo v; die Haufigkeit der Note j bezeichnet, §; ist die j-te Note. Der Bruch v;/n an der rechten
Seite der Gleichung heif3t relative Haufigkeit der Note j. Die relative Haufigkeit ist also das
Verhaltnis der interessierenden Auspragungen zu allen Auspragungen. Es soll erwdhnt
werden, dafd die Summe der relativen Haufigkeiten immer 1 gibt. Die rechte Seite von GL
(2) heifdt gewichteter Mittelewert der Probe.

Die Beobachtungen in diesem Beispiel haben diskrete Auspriagungen (diskretes Merkmal),
da die Noten nur endliche Zahlenwerte annehmen koénnen (in Ungarn 5, 4, 3, 2, 1 in
Deutschland 1; 1,3; 1,7; 2; 2,3; 2,7;...,4,7; 5). Stetige Werte wiirden z.B. die Korpergrofie der
Studenten (stetiges Merkmal) annehmen.

1.1. Boxplot

Das arithmetische Mittel sagt Uber die Probe nicht viel aus. Um ausreichende
Informationen zu gewinnen werden weitere Parameter benétig. Der erste solche Begriff ist
der Median. Der Median ist jenes Element, das in der der Grofde nach geordneten stetigen
Probe genau in der Mitte liegt, es sind gleichviel Elemente links und rechts von ihm. Die der

GréRe nach geordnete Probe soll mit der Zahlenfolge &, ,&, ,....&. bezeichnet werden. Ist

n+1
n eine ungerade Zah], so ist der Index des mittleren Elementenm = , so ist der Median

(1)

(2)



5 = £, . Ist die Stichprobengrofle eine gerade Zahl, so gibt es kein mittleres Element, nur
2

n n+2
zwei Nachbarelemente mit den Indizes — und , in diesem fall ist also der Median
Er+Er,
= 2 2
d 2

Es kann auch untersucht werden, was uber die Elemente links, bzw. rechts von dem Median
gesagt werden kann. Es kann auch der Median dieser Teilmengen, durch den die geordnete
Stichprobe ,geviertelt” wird, berechnet werden. Sie werden als Quartile (Viertelanteile)
bezeichnet. Das erste Quartil ist der Median der Teilmenge der Stichprobe links, das dritte
Quartil ist der Median der Teilmenge rechts vom Median der gesamten Stichprobe. Sie

werden jeweils mit E . » bzw. E , bezeichnet. Das 0-te und das vierte Quartil konnen auch
4 4
definiert werden, die sind das kleinste und das grofte Element (&;, und &) in der

Stichprobe. Das k-Qartil ist also jenes Element in der geordneten Stichprobe von welchem

Kk k
— der Elemente Kkleiner, 1—Z grofier sind. Das zweite Quartil is natiirlich der Median

selbst.

Es ist auch iiblich p-Quantile zu definieren, p-Qauntil bezeichnet den Wert der Verteilung
fiir den p% der Beobachtungen Kkleiner, (1-p)% grofier sind.

Es gilt z.B.: Median = 50%-Quantil, oder erstes Quartil = 25%-Quantil.
Der Boxplot der Stichprobe kann mittels der Quartile gezeichnet werden. Er ist im ersten
Bild dargestellt. Beispiel fiir Boxplots:
http://www.mythologic.hu/digitalcity/servlet/PublishedFileServlet/AAABGTCK/Hircsator
na 2008 marcius aprilis.pdf
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Bild 1 Boxplot

Im Zusammenhang mit dem Boxplot werden weitere Begriffe vorgestellt. Der mittlere
Bereich wird als Inter-Quartil-Region/range (IQR) bezeichnet. Es ist also

IQR=¢&, —¢,.

4 4

Ausreifder nach unten heifden die Auspragungen ¢; fiir die gilt:

§i<g£—L54QR.
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Extreme Ausreifder nach unten heifden die Auspragungen & mit:

£ <& -3IQR. . (5)

Ausreifder nach oben heifsen die Auspragungen & fiir die gilt:

£ >&; +151QR. (6)

4

Extreme Ausreif3er nach oben heifien die Auspragungen & mit:

£ >&, +3-IQR. 7)

Beispiel 2: Man untersuche den Benzinverbrauch von 4 PKW-s im Stadtverkehr. Aus den
Mefddaten wurden die Boxplots im Bild 2 konstruiert. So kann der Benzinverbrauch auch
visuell verglichen werden. Es ist klar, daf§ PKW-s A, B, C von einander nicht wesentlich
abweichen, Typ D ist jedoch wesentlich (signifikant) glinstiger, als die anderen Typen.
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Bild 2 Boxplots vom Verbrauch von vier PKW-s

Eine weitere Auskunft iiber die Mefddaten gibt ihre Streuung. Dazu werden die Differenzen

der einzelnen Beobachtungen und ihr Mittelwert & —f_ benotigt. Es ist klar, daf es immer
gilt

n

13 (G- =0

T
i1 (8)
So gibt die einfache Differenz keine Auskunft. Entweder der Betrag oder das Quadrat der
Differenz soll gemittelt werden:

Y le-é 3R]
=1 i=1

Die mittlere quadratische Differenz wird als empirische Varianz genannt und mit s2
bezeichnet.:

oder

et . 9)



Daraus folgt die empirische Standardabweichung

N

s= =3 (@ -9

n 4
i=1

In dieser Formel sind jedoch die Daten von einander nicht unabhangig, da E_ genau das

arithmetische Mittel der Mef3daten ist. In der Statistik soll mit unabhdngigen Daten operiert

werden, so fiihren wir den Begriff korrigierte empirische Varianz ein:
n

(=3 (-8

1=1

Dann ist die korrigierte empirische Standardabweichung:

L

* 1 Ay
5T -n—lz(fi_g)‘2

=1

Man fragt sich, was geschieht, wenn n — co. Diese Frage wird spater beantwortet.
Man soll wahrnehmen, daff die Mefleinheiten des Mittelwertes, des Medianes und der
Standardabweichung mit der der einzelnen Mef3daten identisch sind.

1.2. Empirische Dichtefunktion

Mit Hilfe der empirischen Dichtefunktion oder des Histogramms gewinnt man Auskunft
iiber die Verteilung der Beobachtungswerte. Diskrete bzw. stetige Auspragungen werden
bei der Behandlung von einander unterscheidet.

Im Diskreten Fall werden auf die Abszisse des Koordinatensystems die Beobachtungswerte,
auf die Ordinate die relativen Haufigkeiten aufgetragen. Bei quantitativen Variablen erfolgt
eine nattrliche, die Grofee folgende Skalierung. Bei qualitativen Variablen (wie z.B. Farbe)
ist die Reihenfolge uninteressant, wichtig sind nur die Sdulenhdhen der einzelnen
Haufigkeiten. Bild 3 zeigt das Histogramm, das aus den Daten des 1-ten Beispiels

konstruiert wurde.
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Bild 3 Das aus den Daten des Beispiels 1 gezeichnete Histogramm

2. Zweite Vorlesung

Die empirische Dichtefunktion wird fiir den stetigen Fall weiter diskutiert, der Begriff der
Verteilungsfunktion wird eingefiihrt. Die empirische Korrelation sowie ein Spezialfall, die
Rangkorrelation werden besprochen.
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Fiir stetige Variablen (z.B. Korpergrofle) werden die Mefddaten der Grofde nach
geordnet, der kleinste und der grofdte Wert werden gesucht und die Spannweite (der
Bereich zwischen diesen Werten) wird in Klassen (Intervalle) aufgeteilt. Es werden iiber die
einzelnen Intervallen Rechtecke gezeichnet, deren Flachen mit der relativen Haufigkeit der
Auspragungen die in diesen Intervallen liegen gleich sind. Die prazise Formulierung ist
folgendes. Die Stichprobe sei £,&;,...,&;....&, der kleinste Wert sei xo = minéj, der grofite Wert
sei xz = max§ mit ZI = Zahl der Intervalle. Fiir das i-te Intervall werden folgende
Bezeichnungen eingefiihrt:

e Ax;: Breite des i-ten Intervalls,
e v;: Zahl der Auspragungen, die im i-ten Intervall liegen, d.h. ihre Haufigkeit,
e fi=fu(x:;) die Hohe der Rechtecke an der Stelle x:.

Da die relative Haufigkeit des Ereignisses, daf’ die Auspragung im i-ten Intervall liegt gleich

der Flache des iiber dieses Intervall gezeichneten Rechtecks ist, gilt:
v

— = Awi,fll(‘l’l;i)
T

7

und daraus kann die Rechteckhohe berechnet werden:

fn(a‘i)

Vi

nAx;,

1
Natiirlich gilt Z f, (Xi )AXi = —Zvi =1, d.h. die Gesamtflache der Dichtefunktion ist 1.
i n=

I<

— .

Ax

i

Bild 4 Empirische Dichtefunktion fiir stetige Variablen

Zur Festlegung der Zahl der Intervalle werden folgende Regel empfohlen:
= Fiirn <100 sei ZI~~/n,
» fiirn >100 sei ZI = log,n+1 (Logarithmus n zur Basis 2 plus 1)
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/4 \ logy(n)+
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Die Intervallbreiten sollen so bestimmt sein, daf} etwa gleiche Zahl von Mefddaten in den
einzelnen Intervallen liegen, d.h. die relativen Haufigkeiten etwa gleich seien.

Bei grofden Stichproben z.B. bei der Auswertung medizinischer Behandlungen ist es auch
iiblich gleichbreite Intervalle zu definieren, dabei sind Anzahlen der Auspragungen, die in
die einzelnen Intervallen liegen verschieden grof3. Die Saulenhdhen sind dann

f.(x )=%.Es istalso Z f.(x )AX:%Zvi =1.

Es gibt symmetrische, aber auch rechtssteile und linkssteile Dichtefunktionen. Ein typisches
Beispiel fiir eine linkssteile Dichtefunktion ist die der Einkommen-Verteilung, viele
verdienen wenig Geld und wenige verdienen viel Geld.

2.1. Empirische Verteilungsfunktion

Eine alternative Methode zur Darstellung der Beobachtungswerten ist die empirische
Verteilungsfunktion. Bevor wir sie kennenlernen sollen wir einen Versuch durchdenken.
Man betrachte einen homogenen prismatischen Stab. Das eine Ende des Stabes sei im
Koordinatenursprung befestigt, der Stab stehe parallel zur x-Achse. Man denke den Stab in
horizontaler Richtung gespannt zu sein. Frither oder spater reifst der Stab an irgendwelcher
Stelle. Der Zugversuch sei vielmal wiederholt. Die Bruchstellen seien auf die x-Achse, die
relativen Haufigkeiten der bereits getesteten Stabe auf die Ordinate aufgetragen. Die Folge
der anwachsenden Bruchstellen sei xi,xz..,%,. So kann das Ergebnis in der im Bild 5
sichtbaren Form als Funktion F,(x;) dargestellt werden.

Die empirische Verteilungsfunktion gibt die relative Haufigkeit der Stabe an, die links von
der Stelle x; gebrochen worden sind. Anhand dieses Beispiels kann der Begriff empirische
Verteilungsfunktion definiert werden. Die empirische Verteilungsfunktion ist eine Funktion,
die - fiir eine Stichprobe von der Grofie n - iiber die relative Haufigkeit solcher Ereignisse,
die Kkleiner, als der Abszissenwert sind Auskunft gibt. Die empirische Verteilungsfunktion
wird mit F, bezeichnet.
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Bild 5 Die die Bruchstellen eines homogenen prismatischen Stabes
bei einem Zugversuch darstellende empirische Verteilungsfunktion

Zwischen der empirischen Dichtefunktion und der empirischen Verteilungsfunktion gilt
folgender Zusammenhang. Man zeichne die empirische Dichtefunktion und die empirische
Verteilungsfunktion mit gleichen Abszissen fiir eine Versuchsreihe libereinander (Bild 6).
Dann kann folgender Zusammenhang festgestellt werden. Die Hohe der Verteilungsfunktion
iiber dem j-ten Intervall ist:

vyt v

Fulzj) = n . (15)

Wenn man die rechte Seite in einer alternativen Form schreibt, bekommt man:

= (xj ): fo(x, )ax, +..+f, (xj )ij :ZJ:fn (x, )ax, (16)

Man erkennt, daff die rechte Seite der Gleichung (16) an eine Ndherungssumme eines
unbestimmten Integrals erinnert. Es ist tatsachlich so, wenn die Intervall-Aufteilung
geniigend fein ist, dann kann der Wert F,(x;) durch ein Integral definiert werden. Spater im
Laufe des Semesters wird darauf zuriickgekommen.

)
va/n
s m
F. (%)
1 |
(vi+v2)/n p=
—

Bild 6 Verwandtschaft der empirischen Dichte und Verteilungsfunktion
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Beispiel 3: Die empirische Dichtefunktion wird in der Praxis auch fiir Qualitdtskontrolle
verwendet. Man denke etwa an ein Produkt mit einem Nenn-Maf das als Serienprodukt
hergestellt wird. Unser Ziel ist, das Werkzeug und den Fertigungsprozefd genau einzustellen
und dadurch Produkte von moglichst hoher Qualitdt zu erzeugen. In diesem Fall wird das
betroffene Mafd nach der Fertigung kontrolliert und diese Mefdreihe wird dann analysiert.
Aus den Mefddaten wird eine empirische Dichtefunktion konstruiert. Es konnen dabei vier
verschiedene Funktionsformen herauskommen, die im Bild 7 dargestellt sind. Der Sollwert

des Mafies wird mit x, der Mittelwert der MefRdaten mit f_ bezeichnet.

wal
x
i

X

{h. |d

Z, E=x

Bild 7 Die aus einer Qualitatskontrolle resultierenden empirischen Dichtefunktionen
a.) Grof3e Streunung der Fertigung und falsche Maschineneinstellung,
b.) geringe Streunung der Fertigung jedoch falsche Maschineneinstellung,
c.) grofde Streunung aber richtige Maschineneinstellung,
d.) geringe Streunung und gleichzeitig sorgfaltige Maschineneinstellung .

2.2. Zusammenhang zwischen zwei Variablen

Es wird in der Physik oder im Ingenieurwesen hiufig nach dem Zusammenhang zwischen
Variablen gefragt. Man denke z.B. daran, dafd der durch ein Ventil fliefiender Volumenstrom
von der Ventilposition abhdngt. Natirlich gibt es aber Faille, wo kein solcher
Zusammenhang vorhanden ist. Im folgenden wird die Frage beantwortet ob es ein
Zusammenhang zwischen den zwei beobachteten Variablen existiert. Flir zwei Variablen
werden unsere Beobachtungen mit Wertepaaren erfafdt. Sie seien (&1,11),(&212),-- (&Entin)-
Diese Wertepaare konnen in einem kartesischen Koordinatensystem dargestellt werden

(siehe Bild 8), wobei auf die Abszisse Ej—g‘_ und auf Ordinate n; -n" aufgetragen werden. Es

bedeutet, daf3 der Koordinatenursprung bei den Mittelwerten liegt. In diesem Fall kénnen
Punkte in allen vier Quadranten der Koordinatenebene liegen. Fiir alle einzelnen
Beobachtungen werden folgende Werte berechnet:

Cj :(é:j _%?)(771 _77)-

(17)



Das Vorzeichen von ¢; hiangt von den Vorzeichen der Multiplikanden, d.h.:
¢ ¢;<0im linken oberen und im rechten unteren Quadrant,

e ¢;>0im rechten oberen und im linken unteren Quadrant.

Es bezeichne C die Summe der ¢; Werte:

C=§(§j _6?)(771 —ﬁ)=écj

Das Vorzeichen von C bestimmt die Lage der Punkte im Koordinatensystem wie es im Bild 9
zu sehen ist. Damit der Wert von C weder von den einzelnen Punktwerten, noch von ihrer
Streuungen abhéngt, soll gemittelt und mit den einzelnen Standardabweichungen dividiert
werden. Die so erhaltene Zahl wird als empirischer Korrelationskoeffizient genannt. Er
istalso:

p€,n) = w1 (EJ, - &) (m; —n)
SgSy

Fiir den Korrelationskoeffizient gilt immer -1 < p < 1. Sein Wert gibt Auskunft dariiber ob
es ein deterministischer Zusammenhang zwischen den Variablen existiert, leider ist
dadurch aber nur der lineare Zusammenhang charakterisiert. Und zwar:
e Wenn p = -1, dann gibt es zwischen & und n ein entgegengerichteter linearer
Zusammenhang und es kann an die Beobachtungswerte eine fallende Gerade
angepafit werden.

e Wenn p =~ 1, dann gibt es zwischen & und 7 ein gleichgerichteter linearer
Zusammenhang und es kann an die Beobachtungswerte eine ansteigende Gerade

S
0
¢<0 S + c>0
T
—— &%
o : i _<_|8

Bild 8 Darstellung der Wertepaare und Vorzeichen der c;Werte
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Bild 9 Wenn die Punkte entlang einer ansteigenden Gerade liegen, dann ist das
Vorzeichen von C positiv. Wenn aber die Punkte entlang einer fallenden Gerade
liegen, dann ist das Vorzeichen von C negativ

Bei nichtlinearen physikalischen Prozessen ist |p(§,11)|<<1, so z.B. wenn zwischen den

Beobachtungswerten ein quadratischer Zusammenhang gibt, wenn also 1 = a-&, streuen
sich die Punkte um eine Parabel in der oberen Koordinatenebene. Dann ist das Vorzeichen
der ¢; Werte in einem Quadrant negativ, im anderen positiv, dadurch ist p = 0.

Ein Spezialfall der Korrelation ist die Rangkorrelation. Dieser Begriff wird anhand eines
Beispiels eingefiihrt.

Bespiel 4: Man denke an einen Weinwettbewerb, wo eine zweikdpfige Jury 4 verschiedene
Sorten testet. Die Sorten werden mit den Buchstaben A,B,C und D, die Rangzahlen des
ersten Begutachters mit &, die des zweiten Begutachters mit 1 bezeichnet. Die Entscheidung
der Jury ist in folgender Tabelle gespeichert. Die Frage ist, ob die Beurteilung der beiden
Begutachter im Einklang ist. Die Antwort auf diese Frage gibt der Korrelationskoeffizient
zwischen den zwei Ranglisten.

Weinsorten Punkte des ersten Punkte des ersten X
Begutachters () Begutachters (1)
A 1 1 2
B 2 3 5
C 3 2 5
D 4 4 8
M) 10 10

3. Dritte Vorlesung

Wir setzen die Behandlung der Rangkorrelation fort. Zwei Anpassungsmethoden von
Kurven an Mefspunkten werden vorgestellt: die Methode der kleinsten Fehlerquadrate und
die Methode von Abraham Wald. Auch die Giite der Anpassung, der
Determinationskoeffizient wird diskutiert.

-10 -



Bei der Rangkorrelation, auch Spermannsche Korrelation genannt, werden Parameter
untersucht, wo kein objektives Bewertungsmaf existiert. Die Beurteilung des Kiirlaufs eines
Olympiaden Teilnehmers in Eiskunstlauf ist z.B. so ein Parameter.

Zunichst sollen wir an eine Jury mit zwei Begutachtern denken. Nehmen wir an, daf3 NV
Sportler (v4, va, ..., vav) am Wettbewerb teilnehmen. Die zwei Jurymitglieder hief3en Z1 und
Z2. Die vom ersten, bzw. zweiten Jurors gegebene Rangzahlen seien r;; und ri2. Es
bezeichnen die Gesamtrangzahlen der Sportler i (i = 1..NV') die Werte ¢;= r;1 +ri2. Derjenige
Bewerber gewinnt, der die kleinste Gesamtrangzahl erhalt. Die Frage ist ob es ein Einklang
und in welchem Mafle zwischen den Entscheiden der zwei Begutachter gibt. Der
Korrelationskoeffizient der zwei Rangzahlenfolgen gibt die Antwort auf die gestellte Frage.:

NV ~ )
L3y (rin — 7)) (rig — 72)

5182

p(ri,re) =

Es sei die Differenz d; = ri1 -r;2 berechnet! Damit ldsst sich Gl. (20) in folgende Form
schreiben:

6N a2

plrure) = 1= gyinve -,

Wenn die Jury mehrere Mitglieder hat, kann ihre Ubereinstimmung mit der Kendallschen
Konkordanz (Ubereinstimmungsmafl) bestimmt werden. Die Mitgliederzahl der Jury sei
NZ. Die Rangzahlen kénnen in eine Tabelle eingetragen werden.

7 Z> ZNZ M)
V1 ri1 ry,2 ri,Nz c1
V2 r21 r22 r2,NZ c2
VNV | INV,1 | FNV,2 I'NV,NZ CNV

In der letzten Spalte stehen die Gesamtrangzahlen der einzelnen Wettbewerber i

G = ij\j "i.i, d.h. die Summe der Zahlenwerte in der i-ten Reihe. Es seien diese Summen
der Grofde nach geordnet: €] =¢ < ...Cyy, Es kann verstanden werden, daR fiir eine
totale Ubereinstimmung der Jury, wenn bei allen Jurymitgliedern der selbe Wettbewerber
an der i-ten Stelle steht, ist:

1+ NV

¢i=NZ, ¢ =2NZ ..c" =NZ >

Ac; =NZ, (i=1,...,NV)
Wenn es aber absolute Meinungsverschiedenheit vorhanden ist so folgt

1 NV
N\
Ac; =0, (i=1,..,NV)
Man berechne folgende an die Varianz erinnernde Summe:
-11-
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NV
_ «)\2
§?% = Z(c —c; )
i1
Es kann verstanden werden, daf3 $2 genau dann seinen maximal erreichbaren Wert erhalt,
wenn es in der Jury eine vollkommene Ubereinstimmung vorhanden ist, d.h. fiir alle

Wettbewerber Ac*; = NZ, ist (i = 1,..,NV ). §2 ist genau dann minimal, wenn es in der Jury
absolute Meinungsverschiedenheit existiert, weil dann C —Ci* =0 und daraus $2 = 0 folgt.

Der Kendallsche Konkordanzkoeffizient ist das Verhaltnis des aktuellen Werts von S2 zu

seinem maximalen Wert. Dieser Koeffizient wird mit W bezeichnet:
2
W = Sakt
g2

max.

Nach lingerer Rechnung erhalt man fiir S 2, , daR:

NV 2
S :Z(w—iwz] :észNV(sz -1).

max
i=1

3.1. Kurvenanpassung
3.1.1. Methode der Kkleinsten Fehlerquadrate

Es kann gefragt werden, falls der Zusammenhang zwischen den Variablen nichtlinear ist,
wie weit ist er vom linearen, bzw. welcher funktionelle Zusammenhang vorhanden ist und
wie die Parameter dieser Funktion gefunden werden kénnen. Die Regressionsanalyse gibt
die Antwort auf diese Fragen. Die am meisten verbreitete Methode ist die der kleinsten
Fehlerquadrate, die vom Friedrich Gaufd (1795) erstmals beschrieben wurde. Die
Trendlinie (die Anpassungsfunktion von Excel) basiert auch auf diese Methode. Die Giite
der Anpassung kann mit dem Determinationskoeffizient gemessen werden.

Es seien die beobachteten Punkte: (x;7;), (j = 1,..,N). Man sucht eine Funktionskurve, die
zwischen den Punkten lauft und die sie am besten anndahert. Man nehme zunichst an, daf3
der Typ der Funktion y(x)bekannt ist:

y(x) =y(xaoai,..),

wo die Parameter a; (i = 0,1,...) optimal gewahlt werden sollen. Es bedeutet, dafd man die
Differenz der Ordinatenwerte y(x;) und 7; in den x; Abszissen minimiere. Man braucht also
diese Differenzen g; fiir alle j-Werte:

ej= Ny (Xa0au,...),

das Vorzeichen der Differenzen ist jedoch uninteressant fiir uns, so wird quadriert:

e%= (1j-y (% a0,x1,..))2

Damit alle Fehler gleichzeitig minimiert werden, miissen die Differenzquadrate summiert

werden.
2

D(ao’al’-'-): i(ﬂj - y(xj ’a0’a1"")) :

j=1
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y=f(x,0,,a;,...)

Bild 10 Die Differenzen zwischen der mit der Methode des Fehlerquadratminimums
angepafiten Kurve y und dem Mef3punkt

Da x;und n; fiir alle Indizes j = 1,..N bekannt sind, hdangt die rechte Seite der Gleichung (32)
nur von den Parametern ao,ay,.... Unsere Aufgabe ist also das Minimum der Differenz
D(ao,a3,...) als Funktion der Parameter a; (i = 0,1,...) zu bestimmen. Das Minimum einer
Funktion mit mehreren Variablen kann durch partielle Ableitungen bestimmt werden. Mit
der Existenz und Eindeutigkeit des Minimums beschéftigen wir uns jetzt nicht. Es wird im
Weiteren vorausgesetzt, dafd y(x) eine quadratische Funktion ist:

y(xaoa1,...) = a0+ a1x + a2x2.

Um das Minimum zu finden muf$ man folgende Gleichung lésen

o & i
(77,- —ay — ;X —azxf) =0.

do; =

Man leitet nach allen «; Koeffizienten ab, so bekommt man:

N

2
_22<’71 — 0y — Oy X, _azxj)
=1
N

—ZZ(UJ- —Qy — X, —aZXJ?)Xj =0

=1
N
=231~y — X — X2 )xE =0
) =G =X — X )X =
=

Nach Kiirzen mit -2, Spalten der Summen und Separation der Glieder bekommt man
folgendes lineares algebraisches Gleichungssystem:

=0

I

M= 1= 1M1=
>
2

—_
1]
JUN

N N

agN o, D X +a, ) X
-1 =
N N N

Ao DX +ay D XG +a, DX
i =1 =i
N N N

ay Y X5 +a D XS +a, )X
i1 i =i
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Wir machen darauf aufmerksam, dafl im obigen Gleichungssystem die Unbekannten die
Parameter ao, a1 und a; die Koeffizienten aber die Summen, die aus den Messdaten
berechnet werden, sind. (Es ist wichtig, dass das Gleichungssystem in den gesuchten
Parametern linear sei). Ob dieses System losbar ist, interessiert uns zurzeit nicht. Wir
wissen aus friheren Mathematikstudien, dafd obiges System auch in Matrixschreibweise
zusammengefafdt sein kann. So ein System ist in Excel leicht 16sbar.

3.1.2. Determinationskoeffizient / Bestimmtheitsmaf}

Nachdem wir das Anpassungspolynom gefunden haben, ist es eine selbstverstindliche
Frage, wie gut die Anpassung gelungen ist. Die Antwort gibt uns der
Determinationskoeffizient. Die Mef3punkte seien (x,7;), j = 1,2,...N, die gewadhlte Funktion
sei y(x). Man berechne den Mittelwert der n; Ordinaten und die auf 777 bezogene Varianz

SZ:

]
= D7
N 2

2

S/ =%Z(’71 _77) =0,

Die Varianz der n;-Werte kann auch auf die Polynomordinaten bezogen berechnet werden,
sie wird mit S 2 bezeichnet:

S 2 zeigt also, wie die Substitutionswerte des Polynoms y(x;) bei den x; Abszissen von den 7;

Mef3werten abweichen (Bild11.). Damit ist der Determinationskoeffizient/das
Bestimmtheitsmaf3:

St2 _Sri
S

R? =

Falls S2 =0, dann ist n; = y(x), d.h. die angepafite Funktion (Polynom) lauft iiber alle

Mefpunkte. Dann ist aber R2= 1. Wenn jedoch y = 77, dann ist die Naherungsfunktion genau
der Mittelwert und Rz =0.

y

Yi -
N,

Bild 11 Bei der Berechnung des Determinationskoeffizienten muf3 die Standardabweichung
der n;Punkte auf die Anpassungskurve bezogen berechnet werden
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R2 gibt also Auskunft dartliber, wie Nahe das Polynom an den Mefipunkten lauft. Bei Rz2=1
liegen die N Punkte am Polynom, es ist also ein Interpolationspolynom, was keine richtige
Wahl ist, da es sogar von der Ordnung (N-1) sein kann. Die Physik ist h6chstwahrscheinlich
viel einfacher, als so eine hohe Potenzordnung. So streben wir uns an eher ein Polynom von
viel niedrigerer Ordnung zu finden Der Studierende soll verstehen, daf3

pn)) = R%

3.1.3. Methode von Wald

Im Falle eines linearen Zusammenhangs zwischen den Variablen steht die Methode von
Abraham Wald (Mathematiker in Klausenburg/Kolozsvar, Siebenbiirgen) zur Verfiigung.
Wir werden feststellen, daf3 diese Methode nur dann anwendbar ist, wenn beide
Veranderliche durch Fehler behaftet sind. Die Methode basiert auf folgende Idee. Man
nehme an, daf} die MefRpunkte in zwei Teilpunktmengen geteilt werden konnen. Man
berechnet die Gewichtspunkte der zwei Teilmengen und man legt eine Gerade durch diese
Gewichtspunkte. Diese Gerade ist unsere Anpassung (Bild 12).

Es seien also die Mef3punkte 1&5.m; }::'\’=1 gegeben, die Gleichung der angepafdten Gerade hat
die Form y = aopx + ai. Die Punkte sollen so aufgeteilt sein, daf3 die Gewichtspunkte der
Teilmengen moglichst fern von einander liegen. Wenn nach einfacher Betrachtung das Bild
der Variablen Ebene mit den dargestellten Punkten keine selbstverstindliche Antwort uns
gibt, so miissen die Punkte anhand der & Koordinaten der Gréfie nach geordnet werden,

man bekommt so die Menge 1~i’ /i fi=1 Die Trennpunktabszisse ist z.B. .

Die Koordinaten der Gewichtspunkte S; und S sind durch die Mittelwerte der Koordinaten
der Teilpunktmengen bestimmt:

1., e .
3?12;253'1 ?;'1:;2‘?7;
j=1 J=l1

7

N
1 . 1 *
To = N Z &j: Y2 = N — Z "

J=r+1 1=r+1

Die Gewichtspunkte sind: S, = ()_(l A ), S, = (7(2 Y, )

Bild 12 Die mit der Waldschen Methode angepafdte Gerade
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Die Richtungstangente der, die zwei Gewichtspunkte verbindenden Gerade ist:

Yo — U1
X1 = — —
Ty — I, (45)
ap ist dann: o, =Y, —aX (= Y, _al)_(z)

4. Vierte Vorlesung

Bisher haben wir uns mit der deskriptiven Statistik beschaftigt, wo anhand von endlich
vielen, (n) Beobachtungen Folgerungen gezogen werden. Es stellt sich die Frage, was
geschieht, wenn die Grofde der Stichprobe wachst, bzw. n — o0? Stabilisiert sich der
Mittelwert? Wie dndern sich die frither diskutierten Funktionen?

Es werden in dieser Vorlesung die Grundbegriffe der Wahrscheinlichkeitstheorie erklart.
Wir werden die Begriffe Zufallsvariable und Wahrscheinlichkeit kennenlernen. Die
Verteilungsfunktion und die Dichtefunktion werden verallgemeinert und der
Erwartungswert wird eingefiihrt.

4.1. Zufallsereignis

Es gibt in der Praxis zahlreiche Beispiele fiir Versuche, wo die Auspriagungen von zufalligen
Umstidnden beeinfluft werden. Man nehme z.B. an, daff der Kugeldurchmesser von
Kugellagern in einem engen Toleranzbereich gehalten werden mufs. Die Erfahrung zeigt, daf}
es Kugel gibt, deren Durchmesser nicht im vorgeschriebenen Bereich liegen. Dies erklart sich
dadurch, daf} die Kugeldurchmesser auch von solchen Umstdnden beeinfluf3t werden, worauf
wir beim Fertigungsprozef3 nicht geachtet haben.

Man kann folgende Definition formulieren. Als Zufallsereignis wird jenes Ereignis genannt,
dessen Realisation von den berticksichtigten Umstdnden nicht eindeutig bestimmt ist.

Es ist wichtig zu bemarken, dafd in diesem Abschnitt die Anschaulichkeit gegeniiber der
mathematischen Exaktheit bevorzugt wird. Die exakten Definitionen und die exakten Sitze
sind in Fachbiichern der Wahrscheinlichkeitstheorie zu finden.

4.2. Relative Hiufigkeit, Wahrscheinlichkeit

Man fiihre einen Versuch durch und man zeichne das Diagramm der relativen Haufigkeit als
Funktion der Anzahl der durchgefiihrten Versuche. Man erfihrt, daf} sich die relative
Haufigkeit schwankt. Wenn man die Zahl der Versuche erhoht, klingt die Schwankung ab
und man kann den Mittelwert, der angestrebt wird, eintragen. Dieser Mittelwert wird als
die Wahrscheinlichkeit der Realisation des Ereignisses genannt (Bild 13).
Selbstverstdndlich ist diese Definition anschaulich, jedoch ungenau. Die Punktreihe der
relativen Haufigkeit strebt eventuell nicht zum Mittelwert, ndhert ihn aber immer mehr an.
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oI

v

n n+l n+2 ...

Bild 13

Das untersuchte Ereignis sei A, dann schreibt sich die Wahrscheinlichkeit der Realisation
des Ereignisses A als:

P(A) =p, 0<p<l.

Wenn A das sichere Ereignis ist, dann ist P(A) = 1, wenn aber A das unmégliche Ereignis ist
dann ist P(A) = 0. Es ist wichtig zu bemerken, daff wenn die Wahrscheinlichkeit eines
Ereignisses 0 ist, ist dieses Ereignis nicht unbedingt unméglich.

Um die Ereignisse mit Zahlenwerten zu bezeichnen, wird der Begriff Zufallsvariable
eingefiihrt. Die Realisation solcher Variablen ist nicht eindeutig, d.h. die beriicksichtigten
Umstidnde bestimmen den Wert nicht eindeutig. Zufallsvariablen werden héufig mit
griechischen Buchstaben bezeichnet. Wir werden demnachst Methoden erldutern, die zur
quantitativen Beschreibung von Zufallsvariablen geeignet sind.

4.3. Beschreibung von Zufallsvariablen

Man betrachte die Zufallsvariable ¢.

Die erste Funktion, womit die Zufallsvariable & beschrieben werden kann ist die
Verteilungsfunktion. Fiir n — oo strebt die empirische Verteilungsfunktion Fn(x) gegen
diese Funktion. Man erinnert sich daran, daf} in einer Stichprobe der Gréfe n die relative
Haufigkeit jener Auspragungen, die kleiner als x sind, mit F,(x) bezeichnet wurde.

In Analogie dazu behauptet {iber die Zufallsvariable ¢ der Wert der Verteilungsfunktion F
im Punkt x, dafd die Wahrscheinlichkeit des Ereignisses £ < x ist:

F(x) = P(¢é<x).

l
oo ... B & x

Bild 14 Empirische Verteilungsfunktion < Verteilungsfunktion

Fiir die Verteilungsfunktion F einer Zufallsvariable £ gilt:
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0 < F(x) < 1 fiir beliebige x Werte,

e flir x —» —oo, strebt F(x) — 0, fiir x — oo, strebt F(x) — 1,

F(x) ist eine monoton anwachsende Funktion: wenn x; < x, dann F(x1) < F(x2)
e P(x12&<x) =F(x2) - F(x1).

Bemerkung: Es gibt auch unstetige Verteilungsfunktionen, die wir in dieser Vorlesung nicht
behandeln.

Die Dichtefunktion 1af3t sich aus der empirischen Dichtefunktion f,(x) fiir n — oo ableiten.
Wenn die Haufigkeit des Ereignisses, dafd eine Auspriagung im Intervall j lag mit v;

bezeichnet war, so hiefd es fn (Xj )= nVA—;( Man erhéhe die Stichrobengréfie n, dann wachst
j

auch die Haufigkeit, dass ein Wert in dem Intervall j liegt und fiir n — oo werden die
Intervalle immer schméler, die empirische Dichtefunktion ndhert eine stetige Funktion, die
Dichtefunktion f{x) an. Im Bild 15 sind die Verteilungsfunktion F(x) und die Dichtefunktion
f(x) einer Zufallsvariable ¢ dargestellt. Man erkennt, dafd die Wahrscheinlichkeit, daf} die
Zufallsvariable im Intervall Ax liegt, ist AF, d.h. AF=P(¢ € Ax). Die Dichtefunktion wurde so
definiert, daf} die Wahrscheinlichkeit, daf3 die Auspragung im Intervall Ax liegt, gleich dem
Gebiet des Ausschnittes unter der Dichtefunktion iiber diesem Intervall sei, also P(§ € Ax) =
f(x)Ax. Damit wird

AF = f(x)Ax.
Daraus folgt fiir die Dichtefunktion:
AF
Az 1@
Nach Grenziibergang resultiert fiir die Koppelung beider Funktionen:
fla) =
R

F(x) ist die Stammfunktion von f{x).
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Bild 15 Zusammenhang zwischen Verteilung- und Dichtefunktion

Die Dichtefunktion hat folgende Eigenschaften:
e f(x) 2 0 fiir beliebige x-Werte,
o F(rg) = Fx1) = [? f(x)da
e fiirx — *oo gilt f{x) — 0,

. fjoos flz)de = 1.

Der Erwartungswert der Zufallsvariable ¢ ist eine Konstante um die der Wert von &
schwankt. Um ihn zu definieren, sei zundchst der Mittelwert der Auspragungen berechnet:

Der Mittelwert kann anhand des Zusammenhangs zwischen der relativen Haufigkeit und

der empirischen Dichtefunktion angenéihert werden:
J

E Z Z I’IZ.LJ rjAIj

hier bezeichnen Ax;die Breite des Intervalls j und v; die Haufigkeit, daf3 der aktuelle Wert im
Intervall j liegt. Damit ist die Sdulenhdhe iiber dem Intervall j:

fn(TJ> = b

nAx j,

und damit ist
J

J
}Z: T?AL T3 ALJ ;fn(-’ﬂj)wjﬁrgj

Flir n — oo ist die obige Summe eine Naherung des Integrals:
+oo
Z fnlxj)x jAT; — / r)dz.

Dieses uneigentliche Integral ist der Erwartungswert M(&) der Zufallsvariable &

Ixf dx J' dx_ J' xf dx /1 Lage des Schwerpunktes

Obwohl der Mittelwert vom Zufall abhangig ist, ist M(&) keine Zufallsvariable, sondern eine,
die Zufallsvariable der Stichprobe charakterisierende konstante Grofie. Die Eigenschaften
des Erwartungswertes sind:

e M(é+a)=M(&) +a.
e M(a&) =aM(&).

* M(&+n)=M(E)+M(n).
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5. Fiinfte Vorlesung

In dieser Vorlesung wird die Varianz einer Zufallsvariable definiert. Wir zeigen, wie dieser
Wert standardisiert wird. Der Satz der grofien Zahlen wird formuliert. Zwei wichtige
Verteilungen, die gleichmafdige Verteilung und die Normalverteilung werden
kennengelernt. Der zentrale Satz der Grenzverteilung wird auch erwéhnt.

Die Varianz der Zufallsvariable ¢ zeigt den Mafd der Schwankung von & um ihren
Erwartungswert. Die Varianz wird mit D?(§) = 02 bezeichnet, sie ist

D*(€) = M[(M(€) - €)*]

Die Standardabweichung ist die positive Quadratwurzel der Varianz: ¢ = + Vo2, mit
folgenden Eigenschaften:

¢ 0 <0,undist 0, wenn ¢ eine deterministische Variable ist

e Wenn { = g-£ mit a = konstant, so folgt D2({) = a2D?(§)

e Wenn { = a + £ mit a = konstant, so folgt D2({) = D?(¢§)

e Wenn { = af + b mit a= konstant und b = konstant, so folgt D2({) = a2D?(§)

e Wenn ( = &+&, und &, & unabhangig sind, d.h. die Realisation eines Ereignisses ist
unabhangig von dem anderen, sie beeinflussen einander nicht, so ist D2({) = D2(&) +

D(s2)

5.1. Anwendung

Im Weiteren wird tber den Erwartungswert des Mittelwertes der Auspragungen einer
Stichprobe gesprochen. Man betrachte die Auspragungen ¢&,&,...6, , den Mittelwert

bezeichne E_. Nehmen wir an, daf die Auspragungen & unabhangig und gleichférmig verteilt
sind. Wenn die Beobachtungen unabhingig sind und gleiche Verteilung haben heif3t die
Stichprobe reprasentativ.

Da der Mittelwert selbst auch vom Zufall beeinflufd3t wird, ist fiir uns sein Erwartungswert
interessant. Er kann anhand der Definition des Mittelwerts und der Eigenschaften des
Erwartungswerts wie folgt berechnet werden:

- 1 n 1 n 1 n
M(E) = M(H Z&) - ;M(Z&) = > M(&)
i=1 =1 =1 .

Da die einzelnen Beobachtungen (Auspragungen) gleichférmig verteilt sind, besitzen sie
den selben Erwartungswert: Dadurch ist:

M@ = 30 M(E) = —nM (&) = M(E)
i=1 ' .

So ist der Erwartungswert des Mittelwertes identisch mit dem Erwartungswert der
einzelnen Auspriagungen, er schwankt um den gleichen Wert, wie die einzelnen
Beobachtungen. Dadurch haben wir erkannt, daf} der Mittelwert eine Abschitzung
(Naherung) des Erwartungswertes ist.
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Es stellt sich die Frage, wie dhnliche Abschatzungen kategorisiert werden kénnen. Wir
fiihren den Begriff, unverzerrte Abschatzung ein: wenn der Erwartungswert einer
Abschatzung einer Grofle mit dieser Grofde gleich ist, so spricht man iliber eine unverzerrte
Abschatzung. Dementsprechend ist der Mittelwert eine unverzerrte Abschiatzung des
Erwartungswertes.

Auch die Varianz des Mittelwertes kann berechnet werden:
20 F (1% [IIPYES
D& =D~ &) = =D Y &
Ci=1 ) i=1 7.

Da die Ausprdagungen & unabhingig sind und die selbe Standardabweichung o haben, ist:

. 1 ) mn 1 n ) 1 n ) 0_2

D*(§) = —D Y& =N—QZD§i=n—QZa =—

i=1 =1 =1 .

Daraus ist schon klar, dafi es sich lohnt, den Mittelwert zu berechnen, weil er weniger, als
die einzelnen Auspragungen um den Mittelwert schwankt. Es ist auch klar, daf3 fiir n — oo
die Varianz des Mittelwertes gegen 0 strebt.

(59)

(60)

5.2. Standardisierung

Es sei £ eine Zufallsvariable mit dem Erwartungswert M(&) = m und der Varianz D?(§) = o2
So kann sie zur folgenden Zufallsvariable 1 transformiert werden:

E—m
a . (61)

n=

Es ist leicht einzusehen, daf$ ihr Erwartungswert 0 und ihre Varianz 1 ist:

M (1)=M[ 27 )= 2 ()M ()2 (m-m)-c

o) o)
(62)

o o? o

DZ(n)zDz[é_—mjzi(Dz(ngz(m)):iz(az+0):1 (63)

Diese Transformation heifdt Standardisierung.
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5.3. Der Satz der grofden Zahlen

3 1<

Bild 16 Wenn ein Ereignis oftmals wiederholt realisiert wird, so bleibt seine relative
Haufigkeit innerhalb der Umgebung mit dem Radius € um den Erwartungswert

Der Satz der grof3en Zahlen besagt, daf fiir n — oo die relative Haufigkeit des Ereignisses
um die Wahrscheinlichkeit schwankt und bleibt in der Umgebung mit dem Radius € um die
Wahrscheinlichkeit. Formal:

v
——P
n

IimP( >6j:0 (64)

Obige stochastische Konvergenz wird wie folgt bezeichnet:

Vs
n P fir n— oo. (65)

— S
In diesem Sinn konvergiert der Mittelwert stochastisch zum Erwartungswert: £ —-M (f )

5.4. Einige namhafte Verteilungen

5.4.1 Binomialverteilung

Man betrachte einen Produktsatz von n Elementen, worin ein Element entweder ein
Fehlprodukt oder eine gute Ware ist. Die Wahrscheinlichkeit des Ereignisses, dafd ein
zufdllig ausgewdhltes Produkt ein Fehlprodukt ist, sei p. Wie grof3 ist die
Wabhrscheinlichkeit, dass im untersuchten Satz genau k Fehlprodukte gibt?

Um diese Frage zu beantworten definieren wir die Zufallsvariable ¢, die es uns zeigt, mit
welcher Wahrscheinlichkeit wir genau k Fehlprodukte finden, in diesem Fall ist die
Dichtefunktion der binomialverteilten Zufallsvariable & mit folgender Formel beschrieben.

n
(Es gibt (kj verschiedene Moglichkeiten um aus n Elementen k Elemente auszuwahlen,

wenn die Reihenfolge der Auswahl aufer Acht gelassen wird. Wenn es unter den n
Elementen des Satzes genau k Fehlprodukte gibt, dann gibt es (n-k) gute Elemente. Die

Wahrscheinlichkeit einer solchen Ausprigung istalso p* - (1— p )( n—k) )

P(é:k):(U p* (1-p)"*.
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Die Verteilungsfunktion der Verteilung ist

k=

P(¢<k)=>P(¢= =ki[) —p)".

i=0 i=0

H

Erwartungswert und Varianz der Binomialverteilung sind

M(&)=np und D2 (&)=np(1-p)
Die Zufallsvariable £ ist eine diskrete Variable, da sie nur Werte von ganzen Zahlen
zwischen 0 und n haben kann, das ist der Grund dafiir, dass die Verteilungsfunktion nicht in
Integralform definiert ist, sie ist durch zwei Parameter, n und p eindeutig bestimmt.

0.2 1 Binomialis eloszlas, f(x)
[ ]
0.15 - .
[ ]
.
[ ]
0.1 -
[ ]
[ ]
0.05 - . .
° [ ]
[ ]
]
oee? 0000 ®00e4¢esseeseseesssseseceye
0 5 10 15 20 25 30 35 40

Binomialis elsozlas, F(x)

1A .............................
0.8
0.6 .
0.4

0.2 |

Bild 17 Wahrscheinlichkeitsdichte und Verteilung der Binomialverteilung
mit den Parametern n =40 und p = 0,2

5.4.2 Poissonverteilung

Die Anzahl von Zufallsereignissen, die wahrend einer bestimmten Zeitspanne stattfinden,
oder die Anzahl der zufillig verteilten Punkte, die in ein bestimmtes Intervall liegen folgen
die Poissonverteilung. Diese Zufallsvariable ¢ ist auch diskret. Die Wahrscheinlichkeit des
Ereignisses, dass sie genau den Wert k besitzt, ist

¥ -
P(e=K)=L e,
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wobei das Parameter A der Poissonverteilung einen festgelegten Wert hat. Die
Wahrscheinlichkeit P (f =k ) hingt nur von der Linge des Intervalls ab.

Erwartungswert und Varianz der Poissonverteilung sind
M(&)=4 und D?(&)=2.

Es wird spater vom Vorteil sein, dass unter gewissen Umstidnden die Poissonverteilung eine
gute Naherung der Binomialverteilung ist. Wenn namlich n grofd gegen k ist, und

(np)*

k!

n
gleichzeitig p klein ist, dann gilt folgende Ndherung (kj pk (l— p)("fk) ~ e ",

d.h. fiir A = np.

Poisson eloszlas, f(x)

0.15
o o
° .
0.1 °
.
.
.
0.05 °
. .
.
L4 °
oe—°* . T * o+ o o
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
Poisson eloszlas, F(x)
12
1 e o o o o o o
° L
L
0.8 d
.
0.6 A °
.
0.4
.
0.2 1 °
.
0 s o ° T
0 5 10 15 20

Bild 18 Wahrscheinlichkeitsdichte und Verteilung der Poissonverteilung
mit dem Parameter A = 8

5.4.3 Gleichmiflig verteilte Zufallsvariable

Zufallsvariablen konnen durch ihre Dichte-, bzw. Verteilungsfunktion charakterisiert
werden. Die einfachste Zufallsvariable hat eine gleichmaifdige Verteilung. Es kann so
aufgefasst werden, dass wenn ein Intervall [a,b] definiert ist, fillt der Wert der
Zufallsvariable & mit gleicher Wahrscheinlichkeit auf beliebige Strecken dieses Intervalls.
Die Dichtefunktion und die Verteilungsfunktion sehen im Bild und mit Formeln
folgendermafden aus:
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1
b-a e i
f — X
F( 1 °
1 5
— X

Bild 19 Die Dichte- und die Verteilungsfunktion einer
im Intervall [a,b] gleichmaf3ig verteilten Zufallsvariable

(i) ha x<a 0 ha x<a
f(x)= —— haas<xs<b; F(x)={2"2 haas<x<b.
b-a ha b b-a ha b
0 a b<x 1 a b<x

2
m:a+b; Gzz(b—a)
2 12

5.4.4 Normalverteilte Zufallsvariable

Eine zweite namhafte Verteilung ist die Normalverteilung. Es wird mit ihrer
Verteilungsdichte reprasentiert (Bild 20):

1 _(:z:—'m)2
e 207
oV2r , (66)
Wo m der Erwartungswert, o die Standardabweichung bezeichnen. Eine beliebige
normalverteilte Zufallsvariable kann in eine sogenannte standardnormalverteilte

Zufallsvariable mit dem Erwartungswert 0 und Standardabweichung 1 transformiert werden.
Sie ist im Bild 21 dargestellt.

fla) =
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Bild 20 Die Dichte- und Verteilungsfunktion einer normalverteilten Zufallsvariable
mit Erwartungswert m und Standardabweichung o

Es kann gezeigt werden, dass wenn eine Zufallsvariable dadurch entsteht, dass sehr
viele unabhdngige gleicherweise verteilte (iid = independent identically distributed)
Zufallsvariablen addiert werden, dann ist die Summe meistens normalverteilt. Diesen
Sachverhalt behauptet der zentrale Satz der Grenzverteilung.

f(x), fix),
< 1 Pe 1 |
X X
F(x) 1 F(x)
1 1
ovs /__-

E > X e >y

m 0

Bild 21 Rechts im Bild sind die Dichte- und Verteilungsfunktion der standardisierten
Normalverteilung dargestellt zu sehen
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6. Sechste Vorlesung

Wir haben die Grundbegriffe der Wahrscheinlichkeitsrechnung kennengelernt Wo kann
der Ingenieurstudent diese Kenntnisse brauchen? Als Ingenieur mifdt man oft, aber
diese Mefddaten miissen auch ausgewertet werden und danach miissen auf die
Mef3genauigkeit begriindete Folgerungen gezogen werden. Wir werden jetzt die
Auswertungsmethoden und die dazu gehérenden statistischen Verfahren kennenlernen.
Die Begriffe systematischer Fehler und Zufallsfehler, sowie direkte und indirekte
Messungen werden erlautert.

6.1. Mefititigkeit

Eine physikalische Grofie wird mit einem Zahlenwert (Mefdzahl) und der dazu
gehorenden Mefeinheit eindeutig gegeben. Zum Beispiel ein Wellendurchmesser ist
20mm, die Entfernung Budapest-Nyiregyhaza ist 245km. Das einheitliche Mef3system in
Europa ist das SI.

Bei Messungen wird eine physikalische Grofde Mittels Experimenten bestimmt.

Die Geschichte der MeRtitigkeit geht auf die Agypter zuriick. In Kairo waren Steinstibe
zur Langenmessung, Steinblocke zur Gewichtmessung im Gebrauch. Die Zeit wurde mit
einer Wasseruhr gemessen, sie bestand aus einer Schale mit einer kleinen Offnung am
Boden wodurch Wasser ausflof3 und die Zeitdauer zeigten Rillen an der Innenwand der
Schale an.

Heutzutage werden Mefmodelle angewendet. Wenn z.B. der Kugeldurchmesser von
Kugellagern bestimmt werden muf}, nimmt man an, daff die Produkte
kugelsymmetrisch sind. Das ist selbstverstindlich nicht war, auf der Oberfliche der
einzelnen Kugeln sind kleine Kerben, andere Formfehler. Wir nehmen also beim
Mefdverfahren einen idealisierten Zustand an. Fir die Durchfiihrung von Messungen
werden dann Mefinstrumente gebraucht, ihre Hauptteile sind der Sensor, der
Umformer und die Anzeige.

In der Tat sind alle drei Komponente mit Fehlern behaftet, wir sagen, daf} die Mefwerte mit
einem Mef3gerdusch belastet sind.

Die MefReinheiten werden durch Etalons definiert. Solche Etalons sind der Meter, das
Lichtjahr, usw. Es gibt natiirlich auch Mef3grofien fiir die wir nicht iiber Etalons verfiigen,
ein Beispiel dafiir ist der Wirkungsgrad.

Fiir die Bestimmung des Zahlenwertes gibt es vier verschiedene Methoden: Vergleich mit
dem Etalon (Ldngenmessung mit dem Zollstock), Ausschlag eines Zeigers z.B. unter der
Wirkung einer Kraft gegen eine Federkraft, die im Instrument eingebaut ist. Ausgleichen
geschieht z.B. mit der auf der Markt gebrauchten Wage mit zwei Mef3schalen, in eine Schale
werden Lebensmittel, in die andere Mef3gewicht gelegt bis der Zeiger den Wert Null zeigt.
Wenn die Differenz zwischen Etalon und physikalische Gréfie bestimmt wird, spricht man
tiber Differenzmef3verfahren.

Der Vergleich mit dem Etalon ist ein direktes Mefdverfahren. Wenn dies nicht moglich ist,
mufd ein indirektes Mef3verfahren angewendet werden. Am Quecksilber Thermometer
wird nicht die Temperatur, sondern die dazu proportionale Héhe der Quecksilbersaule an
einer Skale abgelesen.

6.2. Direkte Mefdverfahren

Der Nennwert eines Maschinenelements ist gegeben. Wegen Fertigungsfehler kann dieser
Wert nicht verwirklicht werden. Das realisierte Maf$ kann wegen Mefifehler auch nicht

-27 -



genau bestimmt werden. Trotzdem sollen wir liber die Gilite des Produktes Folgerungen
ziehen.

Der Nennwert, den wir genau kennen sei mit x, der Mef3wert, die eine Zufallsvariable ist mit
& bezeichnet. Wir nehmen an, daf3

E=x+¢

wo € der Mef3- oder Fertigungsfehler ist. Nehmen wir weiter an, daf3 € eine normalverteilte
Zufallsvariable mit dem Erwartungswert Ax und der Standardabweichung o ist, d.h.

geN (AX , G). Diese Annahme ist mit dem zentralen Satz der Grenzverteilung begriindet.

Es werden zwei Fille beziiglich des Erwartungswertes von & unterscheidet. Wenn Ax # 0,
dann ist € ein systematischer Fehler. Wenn aber Ax = 0, dann ist € ein Zufallsfehler.

6.2.1. Systematischer Fehler

Wenn M(€) = Ax # 0, dann belastet dieser Fehler alle Mef3werte gleichermafien. So werden
wir iliber das Vorhandensein solcher Fehler nur dann informiert, wenn wir unsere Messung
mit einer anderen Messung - wo ein genaueres Meflinstrument gebraucht wurde -
vergleichen konnen. Wenn unsere Schublehre z.B. schon abgenutzt ist, belastet alle
Mef3ergebnisse der gleiche Fehler. Der systematische Fehler ist bekannt, wenn sowohl sein
Wert als auch sein Vorzeichen bekannt ist. Um diesen Fehler zu eliminieren wird kalibriert,
danach ist dann schon Ax = 0. Mit der Kalibrierung werden wir uns nicht weiter
beschaftigen.

6.2.2. Zufallsfehler

Wenn ¢ ein Zufallsfehler ist, kann der Erwartungswert von ¢ berechnet werden. Dazu
werden die Eigenschaften des Erwartungswertes gebraucht:

M) =Mx+e)=Mx)+M(e)=x+0=x

So kann man sagen daf3 fiir den Erwartungswert die Auswertung der MefSreihe eine gute
Abschdtzung bietet.

6.3. Indirekte Messungen

Bei der Auswertung von indirekten Messungen soll die Fortpflanzung der Fehler auch
behandelt werden. Wir kennen den funktionalen Zusammenhang zwischen den
Verianderlichen, woraus wir die uns interessierenden Grofden berechnen. Das ist z.B.
der Fall bei der Wirkungsgradmessung oder bei Bestimmung des Volumenstroms. Es
seien die direkt mefibare Variablen xi,x;..%, ; y lafdt sich aus diesen Variablen
berechnen:

Y = flx1,X2,,Xn).-
Der Fehler von y wird gesucht. Unsere Mefdwertenreihen seien &1,&;...€,. Wir nehmen an,
daf? sie alle fehlerbehaftet sind. Der Fehler von y hdngt von diesen Mef3fehlern ab.
6.3.1. Der systematische Fehler von y

Die systematischen Fehler der einzelnen Komponenten Axi,Axs,...Ax, seien bekannt. Es
ist wichtig zu betonen, daf$ Ax; keine Fehlerschranke ist. Der systematische Fehler von y
sei Ay:

Ay = flx1 + Axy, X2+ AXo,, Xn + AXxn) —f(X1,X2,,Xn).
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Falls fin Taylorsche Reihe entwickelt werden kann und die einzelnen Fehler Ax; geniigend
Kklein sind, so ist der lineare Teil der Taylor-Reihe des ersten Gliedes von Gl. 70:

n ;)
flrzy + Az, o + Axo, .o xp + Axy) 2 f(z, 20, .. 20) + Z of Ax;
i=1 .

(‘)IL'&'

Dann lafst sich (70) so schreiben:

Man sieht, dafd der Fehler von y sogar auch dann 0 sein kann, wenn die Komponenten

fehlerbehaftet sind. Der Koeffizient von Ax; in der Entwicklung ist, aiund er heifdt

1
Empfindlichkeitskoeffizient. Wenn er fiir einen Index grofd ist, dann beeinflufit der
entsprechende Eingangsfehler y mit einem grofieren Gewicht. Wenn der Koeffizient
kleiner, als 1 ist, so ist der Parameter von einem geringeren Einfluf auf y. In
Spezialfdllen konnen die partiellen Ableitungen einfach berechnet werden. y habe
folgende Form:

vk Kk
y=Cz/' . xt
Dann ist:
Ay . _ . Y
— = C':Il“ .k‘.l—:r'l“ ! .L‘i'” = k;—
(9.1?,; xI;

Damit ist der Fehler von y:

n
Ay = Z kﬁi%A.’L‘i
i=1 ,

Und der relative Fehler ist:

Ay "L Az,
y _ e, 20

6.3.2. Zufallsfehler von y

Nehmen wir an, dafd die Mefddaten & mit den Fehlern ¢; (i = 1,2,...n) belastet sind:

fi =Xi+ &
Da ¢ (i = 1,2,...n) ein Zufallsfehler ist, so ist &£, € N (O,Gi ) Die Zufallsvariablen ¢; seien

weiterhin unabhangig. Der Fehler von y sei ¢):

& = fl&,&2-.&n) —fX1,X2,,Xn).

Wir werden auch jetzt das erste Glied in (78) um (x1,x2....x») in Taylorsche Reihe entwickeln
und die nichtlinearen Glieder gleich vernachlassigen:

n . of
g, = — E.
y 1
i OX, &1 s wnbn
of bezeichn. Of
Der Ausdruck — = — hinter der Summa ist auch eine
oX; e OX; :
1152 n i

Zufallsvariable, er wird jedoch als eine Konstante betrachtet. So ist & eine lineare
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Kombination von den Zufallsfehlern ¢;. Da ¢; € N (O,Gi ), so ist auch die lineare

Kombination von solchen Grofien normalverteilt. Anhand der Eigenschaften des
Erwartungswerts kann M(¢,) berechnet werden:

| n ‘)f n Of
M(e,) = U(Z; (;-Ti &55) - Z; Ox; le

Die zweite Gleichheit ist richtig, da wir die Ableitungen als Konstanten betrachten. Die
Linearitat des Operators Erwartungswert ist vorausgesetzt. Die Varianz von &, kann

jetzt berechnet werden:
af T P
| = D? ) =

ﬂf(&i) =0
, . (80)

2 .
. [’ af
Dz(cy (Z O, e 1) Dz(Ei) = tz; (6:1:3 ¢

(81)
Der zweite Schritt folgt aus der Unabhéngigkeit der Zufallsvariablen &. D?(g,) heifst auch
resultierende Varianz. Da iiber die Zufallsvariablen nicht vorausgesetzt wurde, daf
ihre Varianz 0 ist, ist auch die resultierende Varianz nicht 0. Um D?(g,) zu vermindern,
miissen vor allem die mit grofderem Einflufd verbundenen Varianzen vermindert
k.
werden. Wenn y ein Produkt von Potenzen ist, ¥ = Cay' ... J’ﬁn, dann ist:
n «
() = 3k (2’
C » .
4 i=1 Tl (82)
Beispiel 5.: Das Volumen eines Zylinders ist:
v d’*r .
4 (83)
V1af3t sich als eine Funktion mit zwei Variablen, dem Durchmesser des Grundkreises (d)
und der Hohe des Zylinders (h) aufschreiben. Der Durchmesser sei mit +2% , die Hohe
mit +3%~Relativfehler gegeben. Die relative Varianz des Volumens ist damit:
&£
Dz(vvjzzz(z%)2 +12(3%)* = 25%. (84)
So ist die relative Standardabweichung
&£
D| =X |=5%. (85)

Wenn dieser Wert kleiner werden soll, mufd der Fehler des Durchmessers vermindert
werden, weil er mit dem Quadrat in der Formel erscheint.

6.4. Auswertung von direkten Messungen

Wie friither schon erwiahnt, wird der Erwartungswert mit dem mittleren Fehler der Mef3reihe
abgeschatzt.

Der Mef3wert als Zufallsvariable sei ¢, die einzelnen Mefdwerte seien &,&,...,&,. Es ist also £ = x
+ & wo x die gesuchte physikalische Grofde ist, M(g) = 0 und der Fehler ist normalverteilt.
Dann ist M(&) = x, (i = 1,2,...n). Weiterhin sei vorausgesetzt, dafd auch £ normalverteilt ist. Der
Mittelwert der Mef3werte &;ist:
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- 1 n
=, 26

n
i=1 .

Wie friiher gelernt, ist M(f_) = x, aber im Allgemeinen ist E_ # x. Es ist von Interesse, in

welcher Umgebung des Mittelwertes der Erwartungswert mit hoher Wahrscheinlichkeit
liegt. Nehmen wir ein Intervall mit dem Radius a an. Wie grof soll a sein, damit der
Erwartungswert im Intervall liegt, d.h.

E-asM@)<¢ +a

Das so definierte Intervall heif3t Konfidenzintervall und die Zahl a heif3t Radius des

Konfidenzintervalls. Da auch é_ eine Zufallsvariable ist, ist dieser Radius nicht eindeutig
gegeben. Wir wiinschen aber, daf die Ungleichheit (87) mit hoher Wahrscheinlichkeit p gilt.:

P(E—a<M() <E+a)=p.

p wird Signifikanzniveau genannt, diesen Wert geben wir vor. Wir suchen also bei
gegebenem Signifikanzniveau den Radius des Konfidenzintervalls.

Zundichst sei vorausgesetzt, dafd die Standardabweichung o der zufallsvariable ¢ bekannt ist.
Dann kann folgende Transformation durchgefiihrt werden:

p(— “ < = M) M) i < —\/ﬁ) =1

a
o
Es sei

= MO n s

o und

Man sieht, dafd n durch Standardisierung von 6_ entstand, damit sind M(n) = 0 und D?(n) = 1.
Da ¢ normalverteilt ist, ist auch E_ von diesem Typ und daraus folgt, dafd n standardnormal
verteiltist, 7 € N (O ,1). (89) schreibt sich also:

P(-A<n<A)=p.

Die Verteilungsfunktion der Standardnormalverteilung ist @ (siehe Bild 19, rechts). Die
Wahrscheinlichkeit, dafd , im Intervall [-A, ] liegt ist:
P(-A<sn<sA)=@(A) -@(-A) =p.

Da @ zum Wert x = 0; y = 0,5 punktsymmetrisch ist und fiir —co zu 0, fiir +co zu 1 geht (siehe
Bild 21 rechts unten), ist

®(A) + @(-A) = 1. Dadurch schreibt sich (92) so:
20(A)-1=p.

Wenn wir p vorgeben, ist

und aus einer Tabelle der Verteilungsfunktion @(1) kann A gefunden werden. Somit ist der
Konfidenzintervall Radius:

(86)

(87)

(88)

(89)

(90)

(91)

(92)

(93)

(94)

(95)



7. Siebte Vorlesung

Das Konfidenzintervall wird weiter diskutiert. Der Satz von Gaufd - Markow wird formuliert
und die Gaufdchen Normalgleichungen werden aufgeschrieben.

Die Varianz der Zufallsvariable € ist im Allgemeinen unbekannt. In solchen Féllen wird sie
mit der empirischen Varianz ersetzt:

(6-6)
§% =" - (96)
—pa S =&
Damit wird 7 eine differente Form haben:
_§—M(§)
m = e V. 97)
Jetzt wird auch s* vom Zufall beeinflufdt, dadurch ist 11 nicht normalverteilt. Daraus ist Klar,
daf} der Radius des Konfidenzintervalls nicht mit Hilfe der ®-Verteilung bestimmt werden
kann. Man kann aber beweisen, dafd n: jetzt die sogenannte Studentsche Verteilung folgt.
Diese Verteilungsfunktion ist mit zwei Parametern, Signifikanz-Niveau p und
Stichprobengrofe n in tabellarischer Form gegeben. Damit wird der Radius des
Konfidenzintervalls:
AgS”
s 98)
Jn
wo Ast = A(p,n —-1) aus der erwidhnten Tabelle zu entnehmen ist. Die Zahl n-1 heifdt
Freiheitsgrad.
Das Ergebnis ist:
§ta (p) (99)

Damit die obige Methode brauchbar wird, soll gesichert werden, dafd die Mef3werte nur mit
Zufallsfehlern belastet seien.

Mit anderen Wortern heifdt es, dafd wenn die Mefddaten nur mit Zufallsfehlern belastet sind,
ist die Fehlerschranke der direkten Messung der Konfidenzintervall Radius. Man muf3
betonen, dafd der Fehler nicht eliminiert, nur zwischen Schranken gehalten werden kann.

Im Allgemeinen gibt man bei der Auswertung von Mefddaten das Verhaltnis a/§_ an. Wann wir

uns mit diesem Wert zufrieden sein kénnen, hiangt vom Anwendungsgebiet an. Wenn wir
diesen Wert nicht akzeptieren kénnen, mufs irgendein Parameter geandert werden.

Der Tabellenwert As: hidngt von zwei Parametern, n und p ab. Wenn die Stichprobengrofde n
erhoht wird, nimmt der Radius a ab. Parallel damit ndhert sich der Ass Wert zum
theoretischen A Wert der Standard Normalverteilung. Ein erhohter p Wert bedeutet, daf$ aus
derselben Stichprobe mit einer gréfieren Sicherheit eine Aussage getroffen werden soll. Dann
wird aber der Konfidenzintervall Radius und damit auch As;grofier.

7.1. Bewertung von Abschitzungen
Im Kapitel 5.1 haben wir schon gelernt, daff der Mittelwert eine Abschiatzung des

Erwartungswerts ist. Wir sahen, daf3 M(E_) = M(§), f_ schwankt sich um den physikalischen
Wert (dem Erwartungswert). Diese Eigenschaft nannten wir als Unverzerrtheit der
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Abschitzung. Die allgemeingiiltige Definition der unverzerrten Abschatzung ist folgendes.
Wenn die Abschatzung der Grofée a a ist und M(a) = a, dann heifdt es, a ist eine unverzerrte
Abschatzung von a.

Demnéichst werden wir allgemeingiiltige Bedingungen fiir die Anwendbarkeit der Methode
der kleinsten Fehlerquadrate aussagen. Wir werden die Gaufdschen Normalgleichungen zur
Bestimmung der Polynom-Koeffizienten aufschreiben.

7.1.1. Gaufd - Markow Satz

Es seien x und y Zufallsvariablen. Nehmen wir an, daf$ folgende Bedingungen erfiillt sind:

1. y:Zai X', wo n eine gegebene natlirliche Zahl ist, a; sind reelle Zahlen fiir alle
i=0

Indizes i = 0,1,..,n. Das heif3t, es gibt ein polynomialer Zusammenhang zwischen x und y.
2. Die Messung (Einstellung) von x ist nicht mit Fehlern behaftet, sie ist eine
deterministische Variable.

y ist mit Zufallfehlern behaftet (y kann nie genau gemessen werden). Es gibt eine

N
Messreihe {X i1 }‘ i Das j-te Mef3ergebnis ist n;=y;+ ¢, und es gilt M(n;) =y,

3. Die Mefiergebnisse n;sind von einander unabhéngig.

Die Werte a;, (i = 0,1,..,n) bezeichnen die mit Hilfe der Methode der Kkleinsten
Fehlerquadrate berechneten Koeffizienten. Dann ist M(a;) = a; das bedeutet, dafd a; eine
unverzerrte Abschitzung von a; ist.

7.1.2. Anwendung des Gaufd3-Markowschen Satzes in der Praxis

Uber die Bedingungen des Gauf3-Markowschen Satzes kann der Ingenieur folgendes sagen.

1. In der Praxis ist es fast nie der Fall, daf8 zwischen den zwei Variablen ein
polynomialer Zusammenhang existiert.

2. Die zweite Bedingung ist problemspezifisch, in manchen Fillen ist sie erfiillt. Wenn
die unabhiangige Veradnderliche z.B. die Zeit oder der Weg ist, konnen die genau
gemessen werden.

3. Die Unabhangigkeit der Veranderlichen ist im Allgemeinen erfillt.

Die Methode der kleinsten Fehlerquadrate soll im Sinn des Obigen angewendet werden. Der
Zusammenhang zwischen den Verdnderlichen sei in Form y = f{x) geschrieben, wir ndhern
aber die Funktion f{x) mit der Funktion g(x) an und wir werden ihre Naherungsfunktion
gn(x) mittels der Mef3ergebnisse bestimmen. So kennen wir zwischen den Funktionen g und
f keinen Zusammenhang. Wir minimieren den Abstand der Funktion g.(x) und der
Mef3punkte. Dadurch kénnen wir sichern, daf3 die Funktion g»(x) zwischen den Mef3punkten
lauft, wir konnen aber mathematisch keine exakte Behauptung formulieren.

7.1.3. Gaufdsche Normalgleichungen

Die Methode der kleinsten Fehlerquadrate fiir die Mefddaten {X i 077 }‘ ?:1 heifst:
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N

Flag,aq,...,ap,) = Z (r]ﬂ, Zn x )

j=1 i=0 ) (100)

Diese Summe soll als Funktion der Parameter aq,a3,..,a, minimiert werden. Es ist wichtig zu
betonen, daf} der Index j die Mefspunkte, i die Ordnung der Glieder der Naherungsfunktion
bezeichnen. Die notwendige Bedingung des Minimums ist, daf die partiellen Ableitungen der
Summe nach ax (k = 0,1,..,n) alle gleich 0 sind:

0
Doy [Z(’h Za? ) ] =0
Nach Durchfithrung der Ableitung wird:
N n
—22(;7] - o x! jx'; =0. (102)
=1 i~0

Nach Dividieren mit 2 werden die Klammerausdriicke umformt, damit die Koeffizienten «;
bestimmt werden konnen:

(101)

n

i a, xi = 277 X5 (k=0,1,.,n) (103)

j=1 i=0

Da die Reihenfolge der endlichen Summen getauscht werden darf, folgt

n N N
D 2 X=X (104)
i=0 j=1 j=1

Obiges Gleichungssystem kann auch in Matrizenform geschrieben werden. Die Reihen der
Matrix sind die k Werte der Gleichungen, die Spalten die i Werte der Summen:

r N N N N
\{\ ZJ\ ! Z;\ 17 X ) fao Z\}ﬂ N
N . 2 N 3 N o
Z_j:l Ly 23:1 j Zj:l Ly o ar Zj:l Ty
N o n N ‘ N J
ijl ] Z; , ;*H ... Qi Z;:l njxy ) (105)

So erhielten wir ein algebraisches Gleichungssystem fiir die Koeffizienten ax.

Wenn z.B. eine Anndherung von kubischer Ordnung vorausgesetzt wird, soll dieses
Gleichungssystem fiir k = 3 gelost werden. Das Excel-Programm wendet auch diese Methode
an.

8. Achte Vorlesung

In dieser Vorlesung werden die statistischen Tests vorgestellt.

8.1. Parametertests

Beispiel 6: Man betrachte die 1kg Zucker enthaltende Sidcke auf dem Regal eines
Lebensmittelgeschaftes. Der Kunde kann sich fragen, ob die Sacke tatsachlich 1kg Zucker
enthalten. Nehmen wir an, dass wir das aktuelle Gewicht der Sacke mit der Kontrollwaage
wiegen konnen. Anhand unserer Beobachtungen moéchten wir iiber das Gewicht der
Zuckersadcke statistisch begriindete Aussagen formulieren. Die Frage kann mathematisch
folgendermafden formuliert werden.
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Es sei unsere Mefdreihe &,&,...,&n. Man kann um den Mittelwert E_ dieser Mefddaten ein

Konfidenzintervall mit dem Radius a bestimmen das sowohl von der Gréf3e n der Mefdreihe
als auch von dem von uns gewahltem Signifikanzniveau p abhdngt. Es sei mo = 1kg. Es gibt
zwei Moglichkeiten.

e Wenn m, e [E—a;§+aj, dann ist
1. entweder die Masse des Zuckersacks tatsachlich mo= 1kg,

2. oder mo #1kg, aber aus der Mefireihe scheint es doch der Fall zu sein.

e Wenn m, ¢ [E—a;§+aj, dann ist
1. entweder mo#1kg

2. oder mo = 1kg, aber aus der Mef3reihe scheint es nicht der Fall zu sein.

Die Parametertests geben eine mathematische Antwort auf die Frage, welche der oben
aufgezahlten Féille in der konkreten Untersuchung auftritt. Die allgemeine Methode heifst
Gauf3-Test oder U-Test.

8.1.1. Der U-Test

Die Beobachtungen der Zufallsvariable ¢ sind ¢&,&..,&. Nehmen wir an, dafd die
Standardabweichung o der normalverteilten Zufallsvariable & bekannt ist. Dann kann die
Annahme gemacht werden, daf der Erwartungswert von ¢ eine gegebene Zahl ao ist. Diese
Annahme heifdt Nullhypothese, die als Hy bezeichnet ist. Wir fithren eine Grofde Ua: ein, sie
ist der aktuelle Wert des Tests:

. §—ap
Uakt = o \/E

(106)

Wenn der Erwartungswert von £ ag ist, dann sind M(Uax) = 0 und D?(Uax) = 1, d-h. Uk €
N(0,1), da (106) ja gerade die standardisierte Form des Mittelwertes ist. Wir kennen die
Dichte der Standardnormalverteilung, so kdnnen wir fiir ein gegebenes Signifikanzniveau p

ein Intervall bestimmen (Bild 22).
),

U U,

€

Bild 22 Die Flache p unter der Dichtefunktion gibt dasjenige Intervall an,
welches die Zufallsvariable mit der Wahrscheinlichkeit p enthalt.

Wenn unsere Hypothese Hy richtig ist, dann liegt U in diesem Intervall mit der
Wahrscheinlichkeit p. Umgekehrt kann folgendes behauptet werden:

o Ist Uae € [-UsU], so sprechen die statistischen Daten unserer Hypothese Hy nicht

wider. Dann sagen wir, dass wir Ho annehmen.
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o Ist Uue ¢ [-UsUe], so widersprechen die statistischen Daten der Hypothese Ho. Dann
sagen wir, wir lehnen H, ab.

8.2. Die allgemeine Vorgehensweise der statistischen Tests

Ziel eines statistischen Tests ist auf eine gestellte Frage statistisch begriindete Antwort zu
geben, Entscheidung zu treffen. Wenn z.B. eine Lange mit zwei Schublehren gemessen wird,
kann gefragt werden, ob die Schublehren vertauschbar sind. Um die Frage zu beantworten,
miissen Versuche durchgefiihrt und die Nullhypothese formuliert werden. Zunachst soll die
Frage fiir die Statistik formuliert und die Verteilung der Statistik gefunden werden. Wir
konnen ein Signifikanzniveau p wahlen und aus der Verteilung konnen die Intervallgrenzen
U: und -U: berechnet werden. Danach soll, der aktuelle Wert der Statistik bestimmt werden,
damit wir lber die Nullhypothese entscheiden kénnen. Die Schritte der statistischen Tests
sind:

1. Formulierung der Frage.

2. Durchfiithrung von Experimenten.
3. Aufstellung der Nullhypothese.

4. Ausarbeitung der Statistik, womit auf die gestellte Frage geantwortet werden kann.
Bestimmung der Verteilung der Statistik.

5. Berechnung der Intervallgrenzen -U; und U, beim Signifikanzniveau p.
6. Berechnung des aktuellen Wertes Ugk:.

7. Feststellung, ob Uu: € [-Us,U¢]. Wenn ja, dann wird Hy angenommen, wenn nicht,
dann wird sie abgelehnt.

Die Schritte 4 und 5 sind nicht Aufgaben des Ingenieurs, er wendet diese Schritte nur an.
Deswegen werden in dieser Vorlesung die Tests nicht ausfiihrlich besprochen, nur
aufgezahlt.

Die moglichen Fehler unserer Entscheidungen, als wir die Nullhypothese Ho annehmen oder
ablehnen, kénnen Kklassifiziert werden. Wir wissen in der Tat nie, ob die Nullhypothese
richtig oder falsch ist. Deswegen miissen wir dariiber im Klaren sein, wie grofd die
Wabhrscheinlichkeit der falschen Entscheidung ist.

Wenn die Hypothese wahr ist und trotzdem abgelehnt wird, spricht man tiber Fehler erster
Art, diese Moglichkeit hat die Wahrscheinlichkeit 1-p. Wenn die falsche Hypothese
angenommen wird, spricht man tber Fehler zweiter Art. Die Wahrscheinlichkeit dieser
Moglichkeit kann nicht gegeben werden, da wir in diesem fall die richtige Verteilung nicht
kennen. Die Wahrscheinlichkeit des Fehlers zweiter Art hdngt auch von der Giite unserer
Nullhypothese ab.

Hy ist wahr Hy ist falsch

und wird X Fehler
angenommen zweiter Art
und wird Fehler X

abgelehnt erster Art
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Beispiel 7: Die Aufgabe des Beispiels 6 soll weiter diskutiert werden. Die Anzahl der

durchgefiihrten Massenmessungen sei n = 25. Der Mittelwert sei E_: 0,98kg, die
Standardabweichung sei bekannt, ¢ = 0,05kg. Unsere Nullhypothese Ho ist, daf} der
Erwartungswert des Gewichts der Zuckersiacke mo= 1kg ist. Zunachst wird der aktuelle Wert
berechnet.

— 0,98 — 1
%sz M0 = V25 = -2
o 0,05 ,

Flir p = 95%, ist U.= 1,96, und Uak ¢ [-Us U], wir lehnen also unsere Nullhypothese ab. Wenn
aber p = 99%, dann ist U, = 2,58, und U.: € [-UsUe], unsere Nullhypothese wird also
angenommen. Es ist nicht der richtige Weg, das Signifikanzniveau zu erhéhen, wenn wir eine
sichere Antwort geben wollen, Es ist richtiger, die Anzahl der Experimente zu erh6hen und
den aktuellen Wert erneut zu bestimmen.

8.3. t-Test

Wenn die Standardabweichung o nicht bekannt ist, wenden wir nicht den U-Test, sondern
den t-Test an. Es sei £ € N(aoo), und unsere Beobachtungen seien &,&,...,&. Da der
korrigierte empirische Standardabweichung s* fiir die Standardabweichung o eine
unverzerrte Abschitzung ist, so werden wir ¢ mit s* abschitzen. Unsere Nullhypothese ist

jetzt, dass der Erwartungswert des Mittelwertes E_ unserer Stichprobe eine gegebene Zahl ag
ist. Der aktuelle Wert der Statistik wird so berechnet:

§—ag
Lokt = s \/rﬁ

*

Damit folgt tu die Studentsche-Verteilung. Jetzt konnen fiir eine gewahlte Signifikanz p die
Schranken -t; und t, gefunden werden. Der Wert von ¢, hangt sowohl von p, als auch von n
ab, er ist aus Tabellen zu entnehmen, oder mit dem Rechner zu bestimmen. Die
Nullhypothese Hy wird angenommen, wenn ta € [t te].

8.4. Gekoppelter t-Test

Nehmen wir an, wir messen die Linge eines Werkstiicks mit zwei Mefdinstrumenten. Die
Frage ist, ob die Instrumente einheitlich funktionieren. Die Mefiergebnisse mit dem ersten
Instrument seien &,&,...,&, die mit dem zweiten 74,12,...,nn. Die Nullhypothese ist: M(&) = M(n).
Da aber die zwei Variablen nicht unabhdngig sind, kdnnen wir nicht feststellen, ob die
Erwartungswerte gleich sind. Statt dessen betrachten wir die Differenzen der Mef3ergebnisse
6i= & -n; (i = 1,2,..,n). Dann kann unsere neue Nullhypothese M(§) = 0 sein. Jetzt kann schon
der t-Test angewendet werden. Der aktuelle Wert ist
takt = i o u ﬁ

6

Es ist von Interesse, dafd in der pharmazeutischen Industrie auch dieser gekoppelte t-Test
angewendet wird, wenn dariiber zu entscheiden ist, ob die Wirkungen von zwei
Medikamenten verschieden sind.
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8.5. Zweistichprobentests U-, bzw. t

Zweistichprobentests U-, bzw. t werden gebraucht, wenn die zwei Stichproben von einander
unabhangig sind und zu entscheiden ist, ob die Erwartungswerte der Stichproben gleich sind.
Diese Probe wird nicht in der Vorlesung, sondern in der Seminariibung kennengelernt.

8.6. Grubbs Test

Eine neue Frage ist, ob der kleinste oder der grofdte Element einer Stichprobe zur selben
Verteilung, wie die anderen Elemente gehort. Die gemessenen Auspragungen sind wieder

&,&y,..,&und & € N(ao,0). Es sei &qin das kleinste, &qnaxdas grofite Element. Man kann f_ und s*

bestimmen, danach wird das Verhaltnis der Differenz des kleinsten (grofdten) Elementes und
des Mittelwertes zur korrigierten empirischen Standardabweichung berechnet. Der aktuelle
Wert ist also:

- g_ gmm
Jakt = —

q
Der kritische Wert gii: kann anhand des Signifikanzniveaus p und der Stichprobengrofie n
aus Tabellen entnommen werden. Wenn gak: < giris, dann wird die Nullhypothese &nin €
N(ao,0) angenommen. Analogerweise fiir den maximalen Wert ist der aktuelle Wert der
Statistik:

‘Smaa. - 5

Yakt = o*

Die Entscheidung ist dhnlich, wie vorher.

8.7. Abbe Test

Das Mefinstrument kann wahrend der Messung beschiadigt werden, oder die
Nebenbedingungen der Messung konnen sich gedndert haben. Die Frage ist, ob alle
Auspragungen des Versuchs zur selben Verteilung gehoren.

X
Xx xx " x

Bild 23 Die zum Zeitpunkt t gemessenen Ergebnisse &;

Nehmen wir an, daf$ £ € N(aq0), die Mef3daten sind &,&,...,&.. Unsere Nullhypothese ist, daf3
alle Mefd3daten den selben Erwartungswert haben, d.h. M(&) = ao, (i = 1,2,..,n). Wir
untersuchen, ob sich der Erwartungswert wahrend des Versuchs gedndert hat. Nicht nur die

korrigierte empirische Varianz s*2, sondern auch folgende Summe der Differenzen der
Mefwertenpaare werden jetzt berechnet:

n—1

Q(H Z £1+1
i=1
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Wir betonen, daf} jetzt die Reihenfolge der Mefdwerte eine Rolle spielt. Der aktuelle Wert der

Statistik sei das Verhaltnis von g2 zu s*2:
2
Takt = 5?

(112)

Wenn sich der Erwartungswert nicht gedndert hat, so weichen die GréfRen g2 und s*2 von

einander nicht sehr ab. Wenn aber in dem Erwartungswert ein Sprung entsteht, dann dndert

sich nur ein einziges Glied der Summe in g2 aber alle Glieder von s*2 dndern sich. Dadurch

nimmt der Wert von rax ab. Die kritischen Werte dieses Tests konnen auch jetzt aus Tabellen
entnommen werden. Die Nullhypothese wird angenommen, wenn rax: > riie. Der kritische

Wert hdngt vom Freiheitsgrad ab.

8.8. F-Test

Mit dem F oder Fischer Test werden die Varianzen von zwei Beobachtungen mit einander
verglichen. Eine der Stichproben sei &,&,,...,§, mit der unbekannten Varianz o:2. Die andere
Stichprobe sei 11,12,...,nm mit der unbekannten Varianz 0,2. Nehmen wir weiterhin an, daf3 &
und 1 normalverteilt sind. Unsere Nullhypothese ist, daf} die Varianzen gleich sind, o:2 = 0,2

Fiir die Nullhypothese sollen die korrigierten empirischen Varianzen berechnet werden:
m

. 1 n ~ B 1 ) ,
n—1 m Z -
i=1 und j=1 (113)

2 2

N

f‘aki‘ = max ? T
st ), (114)

Der kritische Wert befindet sich zum Signifikanzniveau p und zu den Freiheitsgraden n -1
und m -1 in Tabellen. Die Nullhypothese wird angenommen, wenn der aktuelle Wert kleiner,

als der kritische Wert ist: Ho ist war, wenn F_, <F,, (p,m-1,n-1).

Der aktuelle Wert ist:

9. Neunte Vorlesung

Nach Darstellung der Binomialverteilung werden die Grundbegriffe und Methoden der
Qualitatskontrolle besprochen Die Dias sind auf folgende Webseite zu finden:
http://www.hds.bme.hu/letoltesek/targyak/BMEGEVGAG14/minell.pdf

10. Zehnte Vorlesung

Bisher haben wir solche Tests behandelt, wo die Nullhypothese mit einem Parameter
verknlipft war. Wir werden nun solche Tests untersuchen, wo die Verteilung im Fokus steht.
In solchen Fillen gibt es drei Haupttypen der Tests, der sogenannten Nichtparameter
Tests. Der erste Test ist der Anpassungstest wo die empirische Verteilung der Stichprobe
mit einer theoretischen Verteilung verglichen wird, es wird untersucht, wie gut die beiden
Verteilungen an einander passen. Der zweite ist der Homogenititstest, es wird untersucht
ob zwei Stichproben oder Mefdreihen zu gleichen Verteilungen gehoren. Der dritte Typ ist
der Unabhingigkeitstest, dabei interessiert uns ob zwei Verdnderlichen unabhangig sind.
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In allen diesen Fillen wird hauptsdchlich der y?-Test angewendet, aber bei kleineren
Stichprobengrofien ist auch die Anwendung des Ryan-Joiner Tests im Gebrauch.

10.1. Anpassungsuntersuchung mit y2-Test

Der Kern dieses Tests kann anhand eines Beispiels vorgestellt werden.

Beispiel 8: Man betrachte einen Wiirfel mit sechs Seitenflachen, es soll iiberpriift werden, ob
unser Wiirfel regelmafig ist. Wenn ja, dann erwartet man, dafd wenn man oft genug wiirfelt,
ergeben sich alle sechs Zahlen (r=6) mit ndherungsweise gleicher Haufigkeit. Man betrachte
folgendes Wiirfelspielergebnis. Die Grofse der Stichprobe ist N = 840. Die Haufigkeiten sind
in einer Tabelle angegeben. Man trégt in die Tabelle auch ein, was das theoretische Ergebnis
ist, wenn ein regelmafiiger Wiirfel vorausgesetzt wird.

Punktzahl Haufigkeit theoretische theoretische
Im Spiel (i) (vi) Wahrscheinlichkeit | Haufigkeit (Np;)
(p)

1 124 1/6 140

2 152 1/6 140

3 130 1/6 140

4 148 1/6 140

5 152 1/6 140

6 134 1/6 140

Man betrachte folgende Summe, die als aktueller Wert des y2-Tests genannt wird:

« (erwartet— gemessen)® & (Np; —v, )?
Xifz( : ) =Z( N ) (115)

e erwartet =

Wenn der Wiirfel regelmafiig ist, ist Np;= v;, und y2.«:ist klein.

Der kritische Wert dieses Tests kann fiir ein Signifikanzniveau 1-p und Klasse r aus der 2
Verteilung bestimmt werden: y2wi:(1 —p; r —1). Im Beispiel ist r = 6, da der Wiirfel sechs
Seiten hat. Die Nullhypothese wird beibehalten, wenn y2ax: < Y%ic. Im Beispiel ist mit p = 95%,
d.h. 5% Signifikanzniveau x%4: = 5,29, der kritische Wert ist . = 11,1, d.h. die
Nullhypothese, dafd der Wiirfel regelméafdig ist, wird beibehalten. Der Wert 1-p ist die
Wabhrscheinlichkeit des Ereignisses, dafd die Nullhypothese abgelehnt wird, obwohl sie war
ist, d.h. Signifikanzniveau 1-p ist die Wahrscheinlichkeit des Fehlers erster Art.

10.1.1. Anwendung: Normalititstest

Es wird oft gefragt, ob eine Stichprobe zu einer Normalverteilung gehort. Die Beobachtungen
seien &,&,,..,En. Sie werden zunichst in r Klassen (Intervallen) geteilt und die Haufigkeiten
der Auspriagungen der einzelnen Klassen wird zusammengezahlt. Danach wird aus der
Normalverteilung bestimmt, mit welcher Wahrscheinlichkeit eine aus der Normalverteilung
resultierende Beobachtung in die einzelnen Klassen fallen wiirde. Wenn die Verteilung F(x)
bekannt ist, zeigt sie an der Stelle x die Wahrscheinlichkeit des Ereignisses, daf$ die Variable
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Kleiner als x ist. So ist die Wahrscheinlichkeit p;, dafd ein Wert im Intervall [xi-1;x;] liegt, die
Differenz der Funktionswerte (siehe Bild 24):
pPi= F(Xi) —F(Xi -1).

Bild 24 Die Wahrscheinlichkeit, daf} eine Auspriagung im Intervall [x;-1,x;] liegt, kann aus
der Verteilungsfunktion berechnet werden

Es lohnt sich, eine Tabelle zusammenzustellen.

Intervall Héufigkeit | Verteilungsfunktion pi (f\fij{,;’w )?
—-00 D X1 Vi F(x1) F(x1)
X1 2X2 V2 F(x2) F(x2) —-F(x1)
X2 X3 V3 F(x3) F(x3) -F(x2)
Xr1=> +00 Vr F(x,=+00)=1 1 -F(xr1)
2=N Pl

Wenn die Wahrscheinlichkeit des Ereignisses, eine Auspriagung liegt in einem definierten
Intervall, bestimmt wird, kann der aktuelle Wert des y2 Tests berechnet werden. Berechnen
wir die Summanden der Formel (115) fiir alle Intervalle und summieren wir sie. Es ist
sinnvoll, die Intervallgrenzen so zu wahlen, daf} die Haufigkeiten der in den einzelnen
Intervallen liegenden Werte etwa gleich seien. Wir erinnern uns daran, dafd wir bei der
Histogramm Konstruktion auch diesen Weg gingen. Die F(x;) Werte konnen in Excel
problemlos gefunden werden. Der kritische Wert der Probe wird zu einem Signifikanzniveau
1-p und zu der Anzahl der Klassen r bestimmt: y2.i:(1 —p;r -1).

10.2. Anpassungsuntersuchung mit Ryan-Joiner Test

Flir Anpassungstests bei kleineren Stichprobengroflen wird auch der Ryan-Joiner Test
angewendet. Im wesentlichen wird das aus der Stichprobe konstruierte Histogramm mit der
theoretischen Verteilungsfunktion verglichen. Wenn die beiden Funktionen ausreichend gut
ibereinstimmen, wird die Nullhypothese beibehalten. Bevor wir diesen Test naher
darstellen, brauchen wir einen neuen Begriff kennenzulernen. Betrachten wir die
Zufallsvariable € und ihre Verteilungsfunktion F(x).

Das p- Perzentil einer Zufallsvariable mit Verteilungsfunktion F(x) ist die Zahl x, wofiir p =
F(xp), also der Umkehrwert der Verteilungsfunktion. Es ist im Bild 25 dargestellt.
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Bild 25 Zusammenhang zwischen Verteilungs- und Dichtefunktion
Veranschaulichung des p-Perzentils

Das p Perzentil kann auch anders veranschaulicht werden. Die Wahrscheinlichkeit des
Ereignisses, dafd die Zufallsvariable ¢ Werte annimmt, die kleiner als x, sind ist p. Diese
Tatsache kann auch anhand der Dichtefunktion formuliert werden, da die Flache unter der
Dichtefunktion gerade diese Wahrscheinlichkeit p ist:

Xp

p=F(x, )= [ £ (x)dx.

—00

Fiir die Durchfiihrung des Tests brauchen wir auch die empirische Verteilungsfunktion.

=l

& & G & wer G

S Ix

Bild 26 Empirische Verteilungsfunktion

Wir konstruieren diese Funktion aus der der Grofde nach geordneter Stichprobe als eine
Treppenfunktion, deren Treppen 1/n hoch sind, und die Treppe liber der k-ten Auspragung
genau k/n hoch ist (Bild 26). Betrachten wir eine Treppe der empirischen Verteilungsfunktion
und stellen wir auch die theoretische Verteilungsfunktion mit einer durchgezogenen Linie
dar! Es ist im Bild 27 zu sehen. Das k/n Perzentil ist die Abszisse xx/, des Schnittpunktes der k-
ten Treppe mit der theoretischen Verteilungsfunktion. Auf dieser Weise konnen mittels der
theoretischen Verteilungsfunktion zu allen diskreten Treppen die Perzentile bestimmt
werden. Dadurch kann eine Datenreihe generiert werden, die aus der theoretischen
Verteilungsfunktion resultiert und selbe Grofie, wie die Stichprobe hat.
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Bild 27 Theoretische Verteilungsfunktion und k-te Treppe der empirischen
Verteilungsfunktion. Das k/n Perzentil xx/, gehort zum Schnittpunkt beider Kurven

Auskunft iiber die Ahnlichkeit dieser generierten Datenreihe und der Stichprobe gibt der
Korrelationskoeffizient. Wenn diese Punktpaare in einem Diagramm aufgetragen werden,
streuen sie sich um eine Gerade, falls der Korrelationskoeffizient geniigend grof? ist (Bild

28).
k—0,375
Statistiker haben bewiesen, dafs es giinstiger ist, das Perzentil an den Stellen n+0,25 anstatt

k/n zu bestimmen.

Xk/nA

> &
Bild 28 Die mit der Ryan-Joiner Methode generierte Datenreihe als Funktion der
gemessenen Werte der Stichprobe.

Das aktuelle Wert des Tests ist also der Korrelationskoeffizient Korr(xu,éx), er ist immer
positiv, da die Punkte gleichgerichtet sind. Die kritischen Werte kénnen aus einer Tabelle
entnommen werden. Die Hypothese wird dann beibehalten, wenn der aktuelle Wert grofier
als der kritische Wert ist. Dieser Test kann nicht nur fir normalverteilte Variablen
angewendet werden.

10.3. Homogenitiatsuntersuchung mit y2-Test

Bei einer Homogenititsuntersuchung stellt sich die Frage, ob zwei Versuchsreihen gleich
verteilt sind? Ein Produkt kann z.B. in der Nachtschicht und am Tag hergestellt werden. Sind
die Leistungen der beiden Schichten gleich? Die zwei Zufallsvariablen seien & und 7n die
Verteilungsfunktionen seien F(x) und G(x). Frage: stimmen F(x) und G(x) lberein? Die
Nullhypothese ist also, dafd F(x) = G(x). Die Auspragungen der Versuche sind mit &,&,...,€, und
N1,M2--.Nm bezeichnet. Wir betonen, daf$ die Stichprobengréfien nicht gleich sein miissen.

Bei der Anwendung des x2 Tests Werden die Variablen in Klassen geteilt und die relativen
Haufigkeiten der in den einzelnen Klassen liegenden Auspragungen zusammengezahlt. Wenn
sie etwa gleich sind, nehmen wir unsere Nullhypothese an. An einem Beispiel wird der
Vorgang dargestellt.

Beispiel 9: Man untersucht die Bruchfestigkeit eines Kristalls beim Sonnenlicht und beim
Mondlicht. Die gemessenen Werte sind in der Tabelle eingetragen. In unserem Fall sind die
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Stichprobengrofien n = 120, m = 100. Der aktuelle Wert des Homogenitatstests y2q: wird mit
folgender Formel berechnet:

r v piy2
Xr%kf _ 'TLTH,E : (ﬂ, m)

i vithi (117)

Im Beispiel ist die Anzahl der Intervalle r = 6, x2u: = 1,19, X2kric (1-p=0,95,r-1=1)= 11,07. Da
X2ake= 1,19 < ¥2irie= 11,07, nehmen wir die Nullhypothese an.

0 10° 25 vi(§) pi(n)
10-15 36 28
16-18 41 36
19-21 28 22
22-25 11 8
26-29 3 4

30- 1 2
X n=120 | m=100

10.4 Unabhangigkeitstest

Die Frage ist ob zwei Zufallsvariablen die gleiche Verteilung haben. Als Beispiel denken wir
an zwei geometrische Abmessungen eines Maschinenelements, etwa die Liange und den
Durchmesser. Die Stichproben sind mit Wertepaaren gegeben: {&1,71} {&,n2} ... {&nnn}. Die
Unabhangigkeit der Variablen soll untersucht werden.
Die Nullhypothese ist: Hp: P(é<x und n<y) = P(é<x)-P(n<y), da die Unabhangigkeit genau so
definiert wurde.
Als erster Schritt werden beide Stichproben ¢ und 7 in Klassen aufgeteilt:

(-o0=)X0 < X1 < X2 < ...< X (=0) (-o0=)yo< y1 < Y2 < ...< X (=00).
Die Anzahl der Klassen kann verschieden sein.
Es werden Ereignisse A und B definiert.
Ereignis A: Xi.1< € <Xi. Ereignis B: Vi-1< 1 <y;j.
Es wird eine Kontingenztabelle aufgestellt, die in den Zellen die gemeinsame Haufigkeiten
der Ereignisse A und B enthalt. In der rechten Spalte sind die Haufigkeiten des Ereignisses A,
in der untersten Reihe der Tabelle, die Haufigkeiten des Ereignisses B angegeben:

B1 B> B; Bs
Ay V11 V12 Vij Vis Vi
A Vo1 V22 V2 Vs Vo
A Vi1 Viz Vij Vis Vi
A; Vr1 Vi2 Vi Vrs Vi
V+1 Ve2 Vi Vg N
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Die Wahrscheinlichkeiten der Ereignisse A; und B;j konnen mit den relativen Haufigkeiten

Vi
und P(Bj )z—.Die Statistik
N

i

folgendermafien abgeschatzt werden: P(Ai )z N

2

Vi*v*j

s r(v”_ N J
iStZa%kt:sz

j=1i-1 VieVasj

Der Freiheitsgrad der x2 Verteilung ist jetzt (r-1)(s-1). Mit der Wahrscheinlichkeit p, bzw

Signifikanz 1-p kann der kritische Wert yZ. in Tabellen gefunden werden. Die

Nullhypothese wird beibehalten, wenn szkt < ;(kzm, sonst wird sie abgelehnt.

10.5 Varianzanalyse

Es soll hiufig mittels objektiven Mafdnahmen entschieden werden, ob sich verschiedene
Typen eines Produktes tatsdchlich unterscheiden. Es soll z.B. entschieden werden, ob der
Benzinverbrauch von verschiedenen PKW Typen mafdgeblich verschieden ist.

Bei der Varianzanalyse haben wir nicht mit quantitativen sondern mit qualitativen Variablen
zu tun. Die unabhingigen Variablen werden Faktoren genannt. Im obigen Beispiel ist der
Autotyp der Faktor. Die Typen der PKW-s sind die Niveaus des Faktors. Die abhangige
Variable ist der Versuchsergebnis oder Zellenwert. Die Frage ist, ob die verschiedenen
Niveaus auf das Ergebnis eine Auswirkung haben.

Im Bild 29 ist das Ergebnis eines Einfaktorversuchs zu sehen. Es wurden Beobachtungen auf
vier Niveaus durchgefiihrt, die Ergebnisse sind mit diinnen waagerechten Linien im Bild
dargestellt. Bei allen Niveaus sind auch die Mittelwerte berechnet, die sind im rechten Teil
der Abbildung aufgetragen Man iiberpriift, ob die Streuung der Mittelwerte grofier, als die
der einzelnen Niveaus ist. Wenn ja, dann spielen die Faktoren eine wesentliche Rolle. Wenn
die Streuung der Mittelwerte klein ist, dann kann diese Tatsache mit der Varianz der
Faktoren erklart werden. Der Fischer Test wendet eben diesen Prinzip an.

f’ij A
] T

-
'

1 2. 3. 4. Mittelwerte
N i v e au s

Bild 29 Einfaktor-Versuch
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