Egydimenzids instacionarius gazaramlas, nyiltfelszinii csatornabeli folyadékaramlas

Kontinuitasi egyenlet egy A ellenérzéfeliilettel hatarolt V térfogatra:
0
— | pdV +¢pvdA=0. 1
~ J p ip_ A (1)

Mozgasegyenlet (impulzustétel: az impulzus id6beli valtozasanak és a fellleti
impulzusaramoknak az dsszege a fellleti nyomo- és surlodo erék kovetkezménye):

%J'pydv +§\_/p\_/dA=—§pdA+§£dA- (2)
v A A A

Energiaegyenlet (a bel6- és kinetikus energia Osszegének idObeli valtozasa + a feliileti
energiadramok Osszege a nyomoerdk és héaramok teljesitményének kdvetkezmeénye:

%Ipedv +§ep\_/dA=—§p\_/dA+§ﬂdﬁ- (3)
v A A A

Allapotegyenlet:
p=flp.u). (4)

Fentiekben t a viszkozus feszlltségtenzor, e az egységnyi tomegre vonatkoztatott belsd- és
V2
mozgasi energia 0sszege: e = U + > g ahdaramstriiség-vektor.

A mozgasegyenlet jobb oldalan taldlhatd6 nyomoerd tartalmazza a keresztmetszeti
nyomoerdket, valamint a valtoz6 keresztmetszetli csatorna falarol atadott nyomoderd tengely

iranyu vetiletet: F = p((jj—A. A csUsztatofesziiltség fellileti integralja szintén tengely iranyd
X
erdt eredményez.

Az energiaegyenlet jobboldalan a nyomas munkaja csak a keresztmetszet mentén ad zérustol
eltérd értéket, ugyanis allo rendszerben szemlélve a csé nyugvo falan nem adodik at munka
sem nyoméas sem pedig csusztatofesziiltség révén az aramlo folyadéknak. Hoéforgalom
tekintetében a tovabbiakban csak a fali hdatadast vessziik figyelembe, a gazon beliil torténd
hétranszportot elhanyagoljuk.

Alkalmazzuk a fenti egyenleteket egy valtozd keresztmetszetli csé vagy csatorna rovid, dx
hosszusdgu szakaszara! Feltételezziik, hogy a cs6 keresztmetszetében az aramlasi sebesség €s
minden allapotjelz6 allandonak tekintheté (1D modell) és a sebesség tengelyre merdleges
komponensei elhanyagolhatdk. Az (1) kontinuitasi egyenletet egy dV = A-dx térfogatu, elemi
hosszusagu csdszakaszra integralva kapjuk:

_8(,60 tA) dx +[pvA] ™ = 0.

Innen:

o(ph) , AA) _ o 5)
ot oX




hasonlé meggondolassal meghatarozhatjuk a mozgasegyenlet €és az energiaegyenlet
differencial alakjait is:

o) A +pA b ©)
ot ox T

o(peA)  o(pve+ pv)A _
ax OX - K

1. Vizsgaljuk ideélis gaz surlodasmentes 1D aramlasat A = all keresztmetszetii csében
Ekkor

a_p + (—p\/) — 0 . (8)

ot OX

apv) alpv’ +p)_ o )
ot OX

Tegyuk fel, hogy az dramlas adiabatikus és reverzibilis, azaz izentropikus. Ekkor
P _ART_RT i
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PPt p
Az izentropikus hangsebesség négyzete
2 . a’ , . . 2ada a’
a’ = kRT ezt felhasznalva —— =« -all, differencialis alakban =—— —(x -1)—dp =0,
P p p
rendezve
dp=—2Lda, (10)
k-1la
Innen » = 2 pla és » = LB@. A (8) egyenletbe beirva ezt és P _val szorozva:
ox x-1a ox o4 xk-laodt a
2 aa+ 2 v@+a@:0, (11)

k-1ot x-1 ox = ox
a (9) egyenletben a differencialast elvégezve és a (8) kontinuitdsi egyenletet is figyelembe

. o op o(pv) v p v N op s .
veve p—+V—+V—-"Zt N—+—=p—+ N—+—=0. A | osztva és az
r ot OX pv&x OX ot pvax OX SUrLSCeget o8
=0
ov ldpop dp
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allapotegyenletet is figyelembe véve @+v—+— 0. Itt a®, azaz
0 ox pdp ox do
el + v@ +£a2 % =0. (10)-et is figyelembe véve
o4 ox p oX
ov oV 2 oa 0. (12)

—4+V—+——a—-=
ot ox (k-1) ox
A (12) és (11) egyenlet 6sszegét a derivaltak szerint rendezve

ov 2 f6a ov 2 o0a 2 o0a N oo,
\Y; V—+ a—+a— =0. Osszevonas utan

ot k-1t  oX k-1 X k-1 ox  ox




g(v+iaj+(v+a)i(v+iaj:0. (13)

ot k-1 OX k-1
A (12) és (11) egyenlet kiilonbségébdl pedig
Ofy-2 4 +(v—a)£ v-—2 al-o0. (14)
ot k-1 OX k-1
A(v + ilaj ésa (v —Llaj az ugynevezett Riemann valtozo, ezek helyettesitik az (5) és
K' f— —
(6) egyenlet p, p, v primitiv valtozoit. A (13) és (14) egyenlet azt is jelenti, hogy a
N _yia ésa%‘ =v-a, (15)

ugynevezett karakterisztikus vonalon a megfeleld Riemann véltoz6 allandd, hiszen az id6

e e d 0 0 dx
szerinti teljes derivaltja —(...)=—(...)+ —(...)-—=0
j ja () =2 () ()
2. Vizsgaljuk p = all siiriiségii folyadék surlédasmentes 1D aramlasat prizmatikus
csatorndban
Most az (5) egyenletbdl
a—A+va—A+A@:O. (16)
ot OX OX

A keresztmetszet alakja legyen téglalap, melynek szélessege B = all, benne a vizmélység

y=y(t,x), igy A = By. Ekkor B(% + vgj + By@ =0. %-vel szorozva, természetesen g=all,

OX OX
2 2
a(W)+v8(w>+gyﬂ=0. Mint ismeretes a2=ﬂ=gy, igy ai+vai+a2@:0,
ot OX OX B ot OX OX
innen
2@+2v%+a@:0. @an
ot OX OX
dA

A (6) mozgésegyenlet surlédasmentes esetben prizmatikus csatornaban (d—:O)
X

2
a(VA) + a(VA)V + A a(gy) =0. Derivalas utan A(@ + v@j + va—A + VM—F Aai =0. Az
ot OX OX ot OX ot OX OX

=0

alahlzott tagok a (16) egyenlet miatt zérust adnak, igy végul

NN 2a R g, (18)
ot Ox OX
(18)+(17): %(v +2a)+(v+ a)%(v +2a)=0, (19)
_ 0 0 ~
(18)-(17): E(v ~2a)+(v— a)&(v ~2a)=0. (20)

é¢savzx2a=all a
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karakterisztikus irdnyok mentén. A (19)-(21) egyenleteket Saint-Venant egyenleteknek
hivjak. Lathatdo az anal6gia a gazaramlas és a csatornabeli folyadékaramlas kozott. A

:L=5. Van
k-1 14-1
olyan csatornaszelvény, melyre a Saint-Venant egyenletekben az a hullamsebesség
egyutthatdja ugyanekkora.

3. Peremfeltételek és kezdeti feltételek

A kezdeti feltétel a primitiv valtozok, p, p, v cs6hossz menti eloszlasa. Ebb6l az a izotermikus
hangsebesség is minden pontban szamithato.

A cs6 L hosszat N szakaszra bontjuk, ezek hatarataz i =1, 2, ..., N, N+1 index jeloli, amint az
abran lathatd. A At id6lépésre teljesiilnie kell, hogy az ne legyen nagyobb, mint amennyi id6
alatt a karakterisztika a Ax utat megteszi, azaz

=vzta (21)

Riemann valtozOban a hullamsebesség egyiitthatoja levegd esetén

At:m_in( J (1I=1,2,...,N+1) (22)
(v, *a

A
t
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At < >
t=0 >
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Szubszonikus gazdramlds esetén a belépd peremfeltétel megadasa azt jelenti, hogy az ismert
R talppontu karakterisztika talppontjaban ismerjik a vg gazsebesseg es ar hullamsebesség
interpolalt értékét. Az interpoléciét az 1 és 2 pontbeli értékekkel végezzik. Az R talppont
helye x=—4t(v-a), ~—4t(v—a),. A (21) képlet szerinti C" karakterisztikdn a Riemann

valtozo értéke allando:

2 2
Vg ———az =V, ———a 23
, R _1 R 1 _1 1 ( )
Ervényes tovabba az allapotegyenlet, az Gsszentalpia, illetve 6sszhémérséklet a 0-allapotl
2 2
kiils térben ¢és az 1 perempontban azonos: T, =T, + =T, + %" Innen
2c, o KR
k-1
KRT, = kRT, + KT_lvf és a hangsebességeket bevezetve
-1
a; =a’ +Kva (24)

A (23) és (24) egyenletbdl a két ismeretlen, v, és a, meghatarozhato.

Szubszonikus dramlds esetén a kilépd peremfeltétel eqQy C karakterisztikara felirt egyenletbdl
(a Riemann valtozé allando e karakterisztikan) és a kilépési veszteség figyelembe vételébol
allo egyenletpar megoldasabdl adodik. Az allapotvaltozas izentropikus. Legyen a kilépés most
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Most tehat azonnal adodik a;, abbol Ti;, de ismert pi=po is, igy az ideélis gaz
allapotegyenletébdl szamithatd pi. A karakterisztikara felirt Riemann egyenletbdl pedig
adddik V1.

Hogyan dontheté el, hogy belépés vagy kilépés torténik a csé elején, az 1 jeli
keresztmetszetben? Tegyuk fel, hogy vi > 0, azaz a gaz belép a csébe. Az 1 ponthoz az

aktualis id6lépésben két karakterisztika tartozik.
jel jel
A C" karakterisztikdn a =v, + —1al 0sszeg, a C’ karakterisztikan S =v, —Lla1 0sszeg

a Riamann valtozé. Ezekb6l 2v,=a+ >0, azaz «>-£. A két Riamann valtozd

kulonbsége pedig o - ﬁ=é2al. A (24) energiaegyenletbél azonban a2 >a’, tehat

2a, > 2a, = KT_i(a - p)> -KT_12ﬂ.
Rendezés utan végul
2
—8,>-f (25)
k-1
teljesiilése esetén torténik belépés a csé elején.
Szuperszonikus kilépd daramlds esetén nem ad hatok meg fizikai peremfeltételek, hiszen a gaz
nagyobb sebességgel Iép ki, mint amilyen sebességgel az informéacio befelé terjedhet.
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Mivel a balra mutato (kidramlast tételeziink fel) sebesség nagyobb, mint a helyi hangsebesség,
igy mind az L pontb6l indulé C*, mind az R pontbdl indulé C karakterisztika meredeksége
negativ. A karakterisztikak talppontjaban, az L és R pontban ismert a

VX

2 2 : 2 2 -
vV, ———a, =V, ———a,, illetvea v, + ——a, =v, +——a, erték, azaz
-1 -1 -1 -1

_VitVe 2 a, —ag
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Szuperszonikus belépés esetén viszont nem fut be karakterisztika a ¢s6 elején 1évé 1 pontba a
csO feldl, igy csak fizikai peremfeltétel irhat6 eld a csé elején. Eldirhat6 tetszélegesen a
belépd gaz visebesséq, és érvényes az energiaegyenlet (24) alakban.

, majd a; is szamolhatd.



