Szennyez6 anyag transzport aramlo folyadékban.
2016-ban csak a 7., 8. oldalon olvashat6 peremfeltételrél volt szo!!!

Bevezetés

diffuziods egyiitthatdt « jel6li, akkor a szennyezd

konvektiv fluxusa (anyagaram siiriisége) gk = w C [g/(m*-s)],
diffazios fluxusa Qu = -a-gradC [g/(m?-s)].
A forras nélkuli instacionérius anyagtranszport egyenlet ekkor

‘98—(t:+o|ivqk =divq, =div(agradC).
Ha a difflzids egydtthatd a helynek nem fiiggvénye, akkor az egyenlet jobb oldala atirhato:
%+divqk =divg, = adiv(gradC)=aAC.

Ez utébbi egyenlet egydimenzids aramlasban — a hely koordinatat x, az x-iranyu allando sebességet
u jeloli
oC oC 0°C
+U—=

—+Ul—=« . 1
ot OX ox ? @
2D aramlasban — a masik koordinata irany y, az y-iranyu sebesség v
oC oC oC 0°C 0%C
—+U—+V—=0 + . 2
ot ox oy ox? oy?

Ha szilard szennyez6 transzportja torténik pl. iilepité medencében, akkor az iilepedési sebességet
ve-sel  jelolve a legutdbbi  egyenlet jobb oldalan megjelenik egy forrastag, és a
sebességkomponensek a helynek fliggvényei. Igy az egyenlet alakja (y most a fiiggdleges iranyt

jeloli):

oc a(uc) a(ve) 82C 03%C aC
—+ + =a + +V,—.
ot oX oy ox?  oy? oy

Néhany tipikus vizszennyezd anyag diffizids egyiitthatojat és oldékonysagat (a telitett oldatbeli
koncentrécidt) tartalmazza az alabbi tablazat:

Anyag o diffiiziés egyiitthaté [m?ls] Oldékonyséag [9/100g viz]
CaCl, 110,8-10° 42,7
KCI 74,5-10° 25,5
NaCl 58,4-107 26,3
Cl, gaz 0,7

Zart alaku (analitikus) megoldasok

Tekintstk az (1) egyenletet abban az esetben, ha a diffuziés egytthato zérus, azaz a

egyenletet. Ez allando, példaul u = 1 m/s sebessegii aramlas esetén (pl. 6sszenyomhatatlan folyadék
aramlasa allando keresztmetszetli csOben) egy hiperbolikus tipusi masodrendii linearis parcialis

oC oC
—4+u—=0
ot OX

oC

differencialegyenletre vezet. % + ’~ =0.

X




0?’C 0°C
+

Az egyenletet a hely szerint derivalva

oox  ox?
2 2
Az egyenlet id6 szerinti derivaltja pedig o°C + o’C =0.
ot?  oxot
, ,, ., et 0?’C 0°%C . W 1
A két egyenletbdl a vegyes derivaltat kikiiszobdlve 7 o =0, ami a rezgd hur
t X

differencialegyenletével azonos. Ennek az egyenletnek a d’Alambert-féle altalanos megoldasa
C(x,t)= f(x—t) tetszoleges differencialhato f fliggvény esetén.

Val6ban % =—f'(x-t)és Z—C = f '(x—t), ezek dsszege pedig kielégiti a (3) egyenletet.
X
Legyen a kezdeti feltétel példaul egy héromszbghullém'

C(x,0)=f(x)=0,hax<-02, f(x)= 1+0 5+ha-02<x<0

f(X)=l—0—X2,haOSX£O,2, végil f(x)=0, hax>0,2.
f(x)
1 .
t=0 ut=1
02 0 02 1

Szamolassal ellendrizhetd, hogy a megoldas t = 1 esetén ugyanez a hullam az x = 1 abszcisszahoz
eltolva, megfelel6en az u = 1 m/s sebességnek.

A konvekcio nélkili, tisztan diffuziés 1D egyenletnek (terjedés allo folyadékban, példaul egy
csében) is van zart alakt megoldasa.

2
Az egyenlet alakja ekkor &« =a o’C : (4)
ot OX 2
Hasonlosagi transzformacioval bevezetiink egy Gj fuggetlen valtozét, n = , legyen a keresett
20t
0
C ennek a fliggvénye: C = C(y). Ekkor oc _dc on _ d—C(—lj; = _d_ci,
ot dp ot dn J2a-t-t dn 2t
2 2 on )’ 2
Hasonloan 0°C_d°C fon) _d CL.
ox? dnp? \ oXx dn? 2a-t
2 2
Ezeket beirva a (4) egyenletbe _acn =a- a°C i , egyszerisitések utan —d—Cn = d°C :
dn 2t dn? 2« dn dn?

dC .. .. _, d s e Alen i ,
Ap= o Uj valtozot bevezetve d—p =—pn . Ez egy szetvalaszthato valtoz6ju masodrendi KDE.
n n

2 n?

Megoldasa Inp:—%+k, amibsl  p = Ke 2 65 ezt még egyszer integralva
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n
C=K _[e 2 d77+|—, itt felismerhetd a normal eloszlasua valdszinliségi  valtozo

eloszlasfliggvénye.
Legyen a megoldand6 probléma az x = 0 helyen membrannal két részre osztott cs6. Baloldalt a
koncentrécié Co, jobboldalt C(x>0,t=0)=C(7=w)=0, ez a kezdeti feltétel. A membrant a

t=0 pillanatban eltavolitjuk, ezzel az elséfaju peremfeltétel C(x=0,t)=C(n=0)=C,. Az
altalanos megoldas konstansait ennek megfeleléen valasztjuk meg. A szdmolas melldzésével

C(x,t)=C, -2[1-@(n)]=C, 2[1-@(

eloszlas eloszlasfliggvényét.

X

H ahol cb(n) jeldli a standard normal
ot

Ennek alapjan a megoldas alakja harom egymast kovet6 idopontban (t; <t, <t3):

Co

Numerikus kozelités

Miutan megismertik a pontos megoldast két specidlis esetben, ratérink a numerikus
megoldasi moédok leirasara. A helyet i also, az id6t n fels6 indexszel jeldljiik.
Az iddszerinti differencialhdnyados legegyszeriibb kozelitése explicit, id6ben elérelépd

: . ., . 0C CM-C/
(forward time = FT) sémaval: —~ ———.
ot At
A helyszerinti els6 és masodrendii derivalt kozelitése (masodrendi) centralis (centered space
c' -c’ 2 C' —-2C!" +C"
= CS) differenciaséméval: o€ ZmTrn,.  00C T L=
OX 2 AX Ox 2 Ax?
.o W ., . L, , T i oC Cin _Cirll
A hely szerinti els6 derivalt kozelitése ,,szélfeldli, avagy upwind” sémaval: X ~ o
X X

Ezek utan felirhato a diffuzié nélkili (3) egyenlet kbzelitése differenciaegyenlettel.
Cinﬂ_cin Cin+1 _Cin—l . e . .

+u =0. Mint latni fogjuk, ez a numerikus
At 2 A

kozelités feltetel nélkil instabilis megoldashoz vezet.
C n+o_ Ccn C o C n+l

Implicit, idében hatralépé sémat alkalmazva: — +u—= L 0. Ez feltétel

At 2 AX

Az FTCS séma szerint:

nélkil stabilis numerikus megoldast eredményez.



C_n+1 _Cin Cin _Cn

Az upwind sémat alkalmazva: : " +Uu A 'L —0. Ez feltételesen stabilis
X

megoldasra vezet.

A koncentrcio transzport egyenletében a diffuziés tag numerikus kozelitése javitja a
stabilitast.  Ismét az FTCS  kozelitést alkalmazva az (1)  egyenletre:
cmM-c’ +UC” -C, C!',-2C! +C'

i+1 i+1

=a — . A tdmorebb jel6lés érdekében szorozzuk
At 2 AX Ax 2

. . uat At .
végig az egyenletet az id6lépéssel €s vezessiik be a o = A_; p= a_2 jeloleseket. Ekkor
X

AX
az iménti egyenlet alakja:

Cin+l _Cin +%(Cirll _Cirll ):ﬁ(cilll —2Ci” +Cir11 ) (5)

Az explicit sémdk alkalmazasanak elénye, hogy a kezdeti értékbdl kiindulva minden
1d6lépésben minden helyen a megoldas ismert értékek linearis kombinaciojaként szdmolhato.
Héatranyuk, hogy — jO esetben — feltételesen stabilisak, az id6lépés nem lehet nagyobb egy
kiiszob ertéknél.

Az implicit séma eldnye a stabilitds, hatranya, hogy minden id6lépésben egy annyi
ismeretlenes egyenletet kell megoldani, ahany pontban keressiik a koncentracio eloszlast.
Egydimenzios esetben a megoldandd egyenletrendszer egyutthatomatrixa tridiagonal matrix
(a f64tlo és a mellette 1év6 két mellékatld tartalmaz csak nem zérus elemeket) kétdimenzids
probléma esetén még két tavolabbi mellékatloban is vannak nem zérus elemek. A tridiagonal
matrix invertalasa konnyi, a fejezet végén errdl lesz szo. Az implicit séma — stabilitasa
mellett — veszélyt is hordoz, mert helyben centrélis differencia kozelités esetén az egymas
melletti racspontbeli értékek ,,elvalhatnak™ egymastol. Minden paros indexti érték kiilonbsége,
illetve minden paratlan indexii érték kiilonbsége lehet akkor is azonos, ha az egymas melletti
értekek oszcillalnak, lasd a rajzot! A megoldas két sima gorbe kdzott ugral.

4///'/.’_.

A numerikus sémak stabilitas vizsgalatanak egyik mddszerét a magyar szarmazasu Neumann
Janos dolgozta ki, ezt mutatjuk be. Jel6lje az (5) tipusu differenciaegyenlet pontos megoldasat

C,", az egyenlet hibas, kozelité megoldasat pedig C". A hiba tehat s” =C" —C.". Innen

Stabilitasvizsgéalat

C!M =C," +¢&!. Irjuk ezt vissza az (5) egyenletbe és legyen egyelére § = 0, azaz a diffizi6
nélkili egyenletet tekintsuk:

—~ —~ o (=~ = L= .
CM-C+eM —g' +—(Ciil -CM +el, —¢&l, )=O. Mivel C." pontos megoldasa az
2

egyenletnek, igy az 0sszes fellilhizassal jelolt tag egyuttesen éppen Kiesik, és az marad, hogy
o . . e e
et —g! +E(€in+l -&l, )=O, tehdt a hiba ugyanazt az egyenletet elégiti ki, mint a

keresett pontos numerikus megoldas. A hibaegyenlet rendezése utan kapjuk, hogy

=g _%(girll —&ly ):%Ein—l +ef _%gn (6)

& i+1 -



Jel6lje az n-edik id6lépésben a megoldas egyes racspontokban létrejott hibaibol allé vektort
n n+1

¢, a (6) hibaegyenlet egyutthatoibdl felépitett matrixot pedig A! Az 1Gj id6élépésbeli &
hibavektor ekkor

e™ |=|- /2 1 —c/2 .|| e |, azaz tomoren &"=A-¢". A kezdeti feltételekbél

kiindulva az els6 idé1épés utan mar hiba terheli a megoldast: &'. A méasodik lépés utén a hiba
&=A-¢', a harmadik 1épés utan &* = A-A-&? = A%.&%. Az n+1-edik 1épésben tehat £™* = A".¢".
Ahhoz, hogy a hiba ne ndjon hatartalanul, sziikséges, hogy az A matrix n-edik hatvanyanak

<K.

Feltehetd, hogy a hibavektor, mint a hely fliggvénye Fourier-sorba fejthetd. Ehhez az kell,
hogy a hely periodikus fliggvénye legyen. A megoldast a 0 < x < L tartomanyban keressuk.
Mivel a peremfeltételek nem feltétlendl periodikus fiiggvények, azaz C(0)=C(L), igy a

0 < x < L tartoméanyt tlikrozni kell az origora, hogy biztosan periodikus fliggvényt kapjunk. A
—L<x<L tartoményon a legnagyobb hulldmhosszu periodikus flggvény hullamhossza
éppen Amax = 2L. A legkisebb, még a numerikus sémaban abrazolhaté hullam hulldmhossza
pedig Amin = 24x. Az L cs6éhosszat N részre osztjuk, egy rész hossza Ax = L/N. Az ezeknek a
hullamoknak megfelel6 k = 2z/4 hullamszamok:

_2E _=7. m 7 NEoNk,
2Ax  Ax  L/N L

normaja (ami az abszolut érték megfeleldje matrixok esetében) korlatos legyen: H A"

2L L

(7)

Az n-edik id6lépésben a hiba, mint a hely periodikus fiiggvénye komplex alakban Fourier
sorral az aldbbi modon irhaté fel — az imaginarius egység j=+-1:

N N
o7 (%)= SEfe it =50 (iax)= SETeI ®

v=—N v=—N

(7) és (8) egybevetésébdl latszik, hogy a v-edik hulldm hulldmszama k, = v-z/L, igy a (8)
képletbeli kitev6ben szerepld k, Ax = v-a/L-(LIN) = v-a/IN = &, a = sz0g vIN-ed része. Ezt
visszairva (8)-ba

N N
Sn(Xi)Z ZESeykﬂAx: ZESeJ-MD. (9)
v=—N v=—N
A (9) osszefuggest a megfelelé indexekkel beirhatjuk a (6) hibaegyenletbe. Miutan véges
Osszegekrol van szo, elegendd azok egyetlen tagjat leirni, mert az ugyantgy terjed a hely és
id6 fuggvényében, mint a teljes hiba. Ha ezek utdn a v indexet el is hagyjuk, kapjuk, hogy

Enmigiio _ 9 pngilit)e prgiie _ 9 pngilin)e _pngiio | Cg-jo 1 9 4jo

Egyszertisithetiink az exponencialis fliggvénnyel és végigosztunk E" —nel, akkor megkapjuk a

komplex erdsitési viszonyt:
jel E n+1 o . o . o . -
G= —Ze o 41-Zel? =147 (e 1? —e? ),
E" 2 2 2
A komplex szamok exponenciélis alakja atirhato trigonometrikus

formaba:e '* =cos® + jsin®@;e 1 =cos® — jsin @, ezekkel a zarbjeles kifejezés -2jsin®,




végil G =1- josin@ . Ennek a komplex szamnak az abszol(t értéke a valds és a képzetes
részek negyzetdsszegének négyzetgyoke:

G|=4y/(12 +o2sin? @)>1. (10)
Ezzel belattuk, hogy a diffazié nélkili, tisztdn konvektiv transzportegyenletre felirt FTCS
séma feltétel nélkul instabilis.
C_n+l _Cin C_n _Cn

Az upwind séma fent leirt T +Uu ¥ L 0 egyenlete Atalakitds utan
X

crt :(l—a)Ci” +0C,. A hibaegyenlet amplitidojara vonatkozé megfelelé egyenlet

Ent :(1—0')E" +0E"e 1% igy a komplex erdsités
G=(1-0)+ce 1? =1-c+0c0S® - josind.
Innen|G|* =(1-o +ocos@)’ +(osin@)’. Mivel G egy a komplex sikon felirt 1-o

kdzéppontl o sugard kor, igy akkor lesz G abszolut értéke egynél Kisebb, ha ez a kor az
egysegkor belsejében fekszik, ennek pedig o < 1 a feltétele. Ez a Courant-Friedrichs-Lewy
Kritérium, o neve pedig Courant-szam.

Iy A

Hasonl6 maddon, de az eddigieknél lényegesen tobb szamolassal adodik a konvekcids-
2
diffazios egyenletre felirt FTCS séma stabilitasanak feltétele, f < % esZ <2 , amibdl végiil:

2
At <mind 2%, X1 (11)
u? 2a

A numerikus sémak stabilitasvizsgalata utan a kezdeti és peremfeltételeket targyaljuk.

Kezdeti feltétel

A zart alakd megoldasok targyalasa soran mar lattuk, hogy lehetséges kezdeti feltétel egy
szennyezett folyadéktartomany az egyébként tiszta folyadékban. Az ott leirt
haromszogfiiggvény nem realisztikus, ehelyett valosziniibb, hogy a koncentraci6 kezdetben a
hely folytonos és differencialhatd fliggvénye. Legyen példaul — a helykoordinata origdjaba
helyezve a szennyezett folyadéktér kozéppontjat — a kezdeti eloszlas

C
C=0, ha x<-a-r; C:%(Hcos(nﬁn, ha —a-r<x<-a:
r

C=C,, ha —a<x<a;

C _
CZTO[lJFCOS(”uD' ha a<x<a+r; C=0, ha x=>a+r.
r



Co

! |
Az analitikus megoldasok masik kezdeti feltétele, a t = 0 pillanat el6tt membrannal
elvalasztott két folyadéktér valdban reélis kezdeti feltétel, a koncentrécio 0 vagy C, aszerint,
hogy a membran melyik oldalan van a vizsgalt pont.

Peremfeltételek

Alapvetden elsé vagy masodfaju peremfeltételeknek van fizikai értelme.

Az els6faju peremfeltétel azt jelenti, hogy a koncentracié a peremen adott: C(x = 0) = Cy,
illetve C(x = L) = C;. Kétdimenzids esetben ugyanilyen peremfeltétel irhat6 eld.

A mésodfaju peremfeltétel azt jelenti, hogy a diffazios fluxus, azaz a koncentracio gradiense

adott. Példaul 0 a peremen: %:0. Kérdés, hogyan lehet ezt a differenciaegyenletben

: . . . oc oC 0°C y

figyelembe venni. Az (1) differencialegyenlet EJF ua— =« Ve Az L cs6hosszat N darab
X X

Ax = LIN hosszu szakaszra osztva az idx (i = 1, 2, ..., N-1) bels6 pontokban a centralis

differenciaséma alkalmazhat6. A perempontban és a perem melletti pontban a masodrendii
parcialis differencialhanyados differenciakdzelitéseben a csé elején szerepel Co, a csé végén
Cn. Ezeket kell a kozeli pontok koncentrdcidjaval kifejezni. Fektessiink at egy masodrendii
interpolacios polinomot a peremponton és a két szomszédos ponton. Az interpolacios polinom
egyenlete C = ax® + bx + ¢. Ha a h = 4x egyenkdzli pontok lokalis koordinatarendszerben
felirt abszcisszai: -h, 0, h, az ordinatadk (koncentraciok) ezekben a pontokban Ci.j, Ci, Ci:1,
akkor szdmoléssal ellendrizhetd, hogy a polinom egyenlete
_Cia m2Ci #Ciy x2 + Cin —Cia x+C,. Innen  derivalassal  kapjuk,  hogy
2h? 2h
o€ _Ciy =2Ci #Cy x+Ci+l Cia . Ennek értékét a peremen ismerjik, hiszen ez a
OX h? 2h
masodfaju peremfeltétel.

C, Cit1
N

-h 0 h

Legyen példaul ez a derivalt a jobboldali peremen (az x = h helyen) zérus (nincs difflz
Cc,,-2C,+C,, C,,-C

transzport). Ekkor 0 = — +—L__ZL Innen
h 2h




Cp=—r—=t, (12)

Latjuk tehat, hogy az ismeretlen peremérték kifejezheté a perem kozeli értékekkel. A (12)
eredményt figyelembe vehetjik a differenciaegyenletekben. Harom helyen fordul el az
FTCS séma esetén.

e Az els6é derivaltban a  perem  melletti  pontban, itt  Kkozelitése
oC - Ci+1 _Ci—l _ 2Ci _Ci
X 24x 3 A
ott a masodfaju peremfeltétel éppen az, hogy a derivalt adott, példaul zérus.),

e a masodik derivdltban a perem melletti pontban, melynek kozelitése:

aZC Ci+1_2Ci +Ci—l . . azC 2Ci—l_Ci

T T . Ide beirva (12)-t kapjuk, hogy 7 S3 A
e a masodik derivalt centralis kozelitésében a perempontban pedig az interpolacids
polinom olyan parabola, melynek h abszcisszaju pontja nem fekszik a vizsgalt
tartoményban, de a 0 pontra vett szimmetria miatt Ci.; fiktiv értéke azonos C;.; —gyel,
ezértott &G L 72C: #Ciy :ZC"l c

ox? AX? AX 2

L (12) miatt. (A perempontban ismerjiik értékét, hiszen

Kétdimenzios probléma esetén, példaul egy parhuzamos falti csatornaban torténé aramlas
esetén a csatornafalra merdleges konvektiv és diffizios transzport zérus. ElI6bbi azért, mert a
falra mer6leges sebesség zérus, utdbbi azért, mert a falon at nem lehet diffuzio.

Transzport folyamatok hasonlésaga

Dimenzidtlanitsuk az (1) parcidlis differencidlegyenletet! Legyen a hosszlépték a csé L
hossza, a sebességlépték a csObeli U atlagsebesség, a koncentracio léptéke a maximalis
kezdeti Co koncentracid, az iddlépték egyelore egy tetszéleges T idd! A dimenzidtlan
mennyisegeket -gal jelélve x = Lx, u=Uu, C=CyC, t =Tt . Ezekkel az (1) egyenlet igy
C * C * C, 0%C* ) C
irhate: —29C" Ly o+ €7 %0 0°CT ek végig az egyenletet o — -tel, ekkor
T ot* L ox* L? ox*? L2
Loct LU .ect _o’Ct
Ta t° « ox*  ox*

azt kapjuk, hogy

. A két jellemzd dimenziotlan szam a Péclet

. ., LU . ; L L? . -
szam: Pé =—— illetve az egyel6re még ismeretlen T Két lehetdséglink van.
a a
2

e Ha a diffuzio mellett a konvekcio elhanyagolhato T, :L—, ekkor a folyamat egyetlen
(24

Cc* ., ,o0C* ¢p2C*
+Pé-u = .
ot* ox* OX *?

dimenziotlan szam, a Pé szam alapjan modellezhet6 igy:

e Ha a konvekcio mellett a diffuzio elhanyagolhato, akkor T, :UL’ ekkor a folyamat

* * 2 *
szintén a Pé szam alapjan modellezhetd, de most igy: Pé - C +Pé-u- o’ _o°¢ :
ot* ox*  Ox™
Tridiagonal métrix LU felbontésa

Egy dimenzids feladatok esetén az implicit mdodszer savmatrixd (Ugynevezett tridiagonal
matrixu) egyenletrendszer megoldasara vezet. Mint lattuk
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Cin+l +
2

0

0
0

A d, e, f elemeket tartalmazo négyzetes A matrix két egyszeriibb matrix, egy L also és egy U

(

Cn+l _

i+1

0

Cin:ll )_ﬂ(

chit—-2cM +CnMt ): C!. Az egyitthaté matrix alakja tehat

i+1

0

(@2 ()
~SoB 2f T-f 0

o c
—E—ﬂ 1+2p5 E_ﬂ

0
0

o o
_E_ﬂ 1+2p E_ﬂ

0

0
0

0

fels6 matrix szorzataként irhato fel: A = L-U.

€
d,
A= 0
0
0

fy
€,
dy
0
0

0
f,
€3

0

0
0
fy

e

0
0
0

=L.U=

n-

0

0 000
1 000
I, 1.0 0
0

0 0

el fl
d2 e2

= 0 d,
0 0
0

0

0

0

0

Ha formalisan 6sszeszorozzuk a két haromszogmatrixot és a kapott kifejezéseket egyenlové
tesszlk az eredeti A matrix egyiitthatoival, akkor a kovetkez6 rekurzios képleteket kapjuk:

d
u, =e,, I, =—%,
ul
d
u2:e2—lzfl, Is :_31
uZ
d
n
un—l:en—l_ln—lfn—Z’ In: )
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A megoldas ezek utan igen egyszerii. Az n-edik id61épésben mar ismert C" koncentraciokbol
all6 oszlopvektort réviden C™-nel jeléljik. Ekkor C" = A-C™ = L-(U C™*) = L.y. Innen els
lépésben y = L™1.C" és a fenti alak( alsé haromszégmatrixi egyenletrendszer megoldasa
feliilré] lefelé haladva azonnal adédik. Mésodik 1épésben pedig U C™*! =y, azaz C™* = Uy,
ismet hdromszogmatrixd az egyenletrendszer, de most alulrdl felfelé oldjuk meg. Vegyuk
észre, hogy az L-U felbontast csak egyszer kell elvégezni, id6l1épésenként csak az utobbi két
egyszerii megoldas a feladat az — id6ben valtozo — jobboldallal.



