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1. A jelfeldolgozas lépései

Meérési modellek felallitasakor a célunk az, hogy egy mérendd mennyiséget szamszerisiteni tudjunk,
és abbdl informacidét nyerjiink. A megmérendé mennyiséget, jelet (pl.: hémérséklet, nyomds, stb.)
egy érzékeld segitségével folytonos villamos jellé (dram vagy fesziiltség jellé) tudunk alakitani, me-
lyet egy analdg-digitdlis konverterrel digitalis jellé alakithatunk. Ahhoz hogy a jel informéaciétartalma
hasznalhat6 legyen, a berendezést kalibrdlni kell. A téargy célja az igy kapott jel feldolgozdsa
miiszaki-szakmai szempontbdl, kiilonb6z6 mdédszerek megismerése.

Jel-

Y

Jel | Erzékels | A/D »{ Kalibralas

feldolgozas

1. dbra. A jelfeldolgozas 1épései.

1.1. Jel

Jel alatt az informaciot hordozé mennyiséget értjiikk. Mivel dltaldban idében valtozé mennyiség,
x(t)-vel jeloljik. Megkoveteljiik, hogy az x(t) jel az értelmezési tartomdnydban (vagyis az id6ben)
és amplituddjaban is folytonos legyen. A jel lehet determinisztikus, illetve sztochasztikus. Deter-
minisztikus a jel, ha periodikus vagy tranziens (dtmeneti, egy allapotbdl egy mésikba megy at).
A jel sztochasztikus, ha véletlenszeriien véltozik az idd fiiggvényében. A sztochasztikus jel lehet
staciondrius vagy nem staciondrius (ezek leirasat lasd kés6bb).

1.2. Analog-digitalis konverzid

Az analég-digitalis konverzidra (A/D konverzid) azért van sziikség, mert analdg jelet nem tu-
dunk tarolni, azt digitalizalni kell. Elsé 1épésben a folytonos jelet idében diszkretizaljuk, vagyis
nAt (n =0,1,...) idépontokban mintavételezziik, igy kapjuk az z,,(t) mintavételezett jelet, mely
amplitidéjaban még folytonos, a 2. abra felsé sordban az elsé diagram a folytonos jelet, mig a
masodik az id6ben mar diszkretizalt jelet mutatja. Ezt a jelet, amely tehat amplitiddjaban még
folytonos, amplitidé kvantédlassal lehet diszkretizalni. Az amplitidd kvantalas soran a 2. abra felsd



soraban az utolsé dbra alapjan 1épcsoket allitunk eld, melyek segitségével az amplitidét is diszk-
retizdlni tudjuk. Az igy kapott z,,.x, jelet dbrézolja a 2. abra alsé diagramja. A kvantdlas soran
a lépcsoket gy kell megvélasztani, hogy a kapott x,,,x, id6ben is, és amplitidéjaban is diszkre-
tizalt jelbdl vissza tudjuk kapni az eredeti x(t) jel jellemz6it. Miel6tt kimondjuk a tételt, amely
At megvalasztasara ad egy korlatot, sziikségiink van a savszélesség definicigjara. A savszélesség,
melyet B-vel szokas jelolni, a jelben levé periéduskomponensek Hertz-ben megadott frekvencidinak
maximuma. Vagyis a sdvszélesség az az érték, amelynél (és felette) nincs komponens a jelben. Ami
azt a kovetkezményt is tartalmazza, hogy a jel Fourier-soraban a B feletti frekvenciak esetében a
Fourier-egyiitthatok mind 0-k. Ha B < oo, akkor a jel savkorlatozott.
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2. dbra. Analdg-digitalis konverzié. Balrél jobbra haladva rendre a At idépontokban a min-
tavételezés; a mintavételezett jel valamint az amplitido kvantalds diagramjai.

A kovetkezdkben ismertetésre keriilé mintavételi tétel csak a mintavételezés hibajaval foglalko-
zik, és nem foglalkozik a kvantalds hibdjaval.

Shanon-féle mintavételezési tétel (~1948)

Legyen a folytonos jellink savkorlatozott, és savkorlatja B < oco. Ekkor ha At = %— vel min-
tavételezlink, akkor informdcié vesztés nélkil visszaallithaté a jel, és x(t) a kovetkezd alakban



szémolhaté:
[o@)

z(t) = > x(nAt)

n=—oo

sinwp(t — nAt)
wp(t —nAt) 7

ahol wp = 2w B és z(nAt) a jel értékei az nAt id6pillanatokban.
Erdemes észrevenni, hogy z, := wp(t — nAt) jelléssel, a képletben szerepld tort

sin z,

—1, ha z,—0
Zn

és egyébként egy csokkend amplitiddju fiiggvény (3. abra). Vagyis az eredeti z(t) jel el6all egy
megfigyelt értéksorozat és egy fiiggvénysorozat szorzataként.

sin(z)/z

3. dbra. A % fliggvény.

A tételre nem adunk egy preciz matematikai bizonyitdst (ez megtaldlhaté a jegyzet végén fel-

sorolt szakirodalomban), azt csak nagy vonalakban mutatjuk be a hallgaténak. x(¢) jel legyen
savkorlatozott, savkorlatja B. Figyeljik meg T ideig, tehat a megfigyelés idSintervalluma [0, 7).
Fedjiik le a megfigyelt sdvval az egész sikot, igy kapunk egy periodikus jelet. Mivel periodikus a
jel, Fourier-sorba fejthetd, aminek az alapfrekvencidja Af = % Feltettiik, hogy x(t) savkorlatozott
jel, igy létezik egy hatar amely felett nincs frekvencia a jelben. A Fourier-sornak Aﬁ = BT darab
tagszdma van, az egylitthatéinak a szama pedig 2B7T. Vagyis ahhoz, hogy a jelet egyértelmiien
megkapjuk 2BT darab adatra van sziikség, tehat 2BT pontban kell mintavételezni, ami azt jelenti,
hogy az fmn, = 2B mintavételi frekvencia jo.
Gondoljuk meg, hogy a formula a mérési pontokban valéban visszaadja a mintavételezett jelet. A
tétel allitasa azt mondja, hogy ha a mintavételezési frekvencia a hatarfrekvencia kétszerese, akkor
két mintavételezett pont kozott is a megfigyelt jelet kapjuk vissza a képletben szerepld sin(zy,)/z,
fiiggvény segitségével. Tehdt mondhatjuk azt, hogy az (1)-es képlettel megadott fliggvény két
mintavételezési pont kozott interpolaciés polinom.

A fenti tételhez a tovabbi megjegyzések flizhetéek. Tekintsiik az x(t) = Asin(27Bt) fliggvényt
(4. abra, folytonos gorbe). Mekkora f,,, mintavételezési frekvencidt érdemes valasztani?



2sin(2nBx )

4. dbra. Mintavételezés

1. Ha fi, < 2B, legyen példaul f,, = B. Ekkor periédusonként egy pontot mintavételeziink (4.
abra, zold pontok), amely a [-A,A] tartoményban barmilyen értéket felvehet. Igy nyilvanvaléan
kevés pontot tarolunk el ahhoz, hogy a szinusz fiiggvényt vissza tudjuk nyerni azok isme-
retében. Ebben az esetben azt mondjuk, hogy alul-mintavételezés tortént.

2. Ha f;,, = 2B. Ekkor mér periédusonként két pontot mintavételeziink (4. abra, kék pon-
tok), ami szintén kevés. Akar el6fordulhat az az eset is, hogy az azonosan 0 sorozatot min-
tavételezziik. Megjegyezziik, hogy az 1. esetben nyilvinvaléan nem teljesiil a mintavételi
frekvencidra vonatkozé feltétel. A 2.eset kiilon meggondolast igényel: a jel frekvencidja pon-
tosan B, vagyis a hatarfrekvencia nagyobb mint B. Ezért a jel visszadllitdsdhoz nem elegendd
a 2B mintavételi frekvencia, ennél nagyobb kell.

3. Ha fn, > 2B, akkor fél periédusndl stiriibben mintavételeziink (4. abra, piros pontok), de
még ez is lehet kevés. Elvben ez elegendd, de ”szemre” nem lehet felismerni a keresett jelet.

4. A gyakorlatban f,,, > (5 — 8)B mintavételezési frekvenciat szokds alkalmazni, ekkor a jel
helyreallithaté. Ezt az esetet nevezziik tulmintavételezésnek. Ha viszont nem cél a jel hely-
reallitasa, nincs sziikségiink minden informéciora amit az hordoz, akkor alul-mintavételezés
is alkalmazhaté.

5. Ismeretlen jel esetén a B savszélességet altalaban nem lehet meghatdrozni a jelfeldolgozéas
el6tt, ezért fp,, mintavételezési frekvencia megvélasztisa sem egyértelmii. Azonban minden
berendezésnek van egy fizikai korlatja, aminél nagyobb sdvszélességet nem bir el, igy létezik
lehetséges legnagyobb frekvencia is. A frekvencia mesterséges tton is korlatozhaté példaul
alul-atereszt6 sziirével, melyet késébb részletesebben targyalunk.

A tétel bizonyos altalanositasok esetében is igaz marad:



e A tételben a mintavételezés ideje ot > 0 idSintervallum (6 > 0). A tétel akkor is igaz, ha a
mintaveveo valds, véges idej.

o Egy folyamatbdl eredd zaj is rakeriilhet a jelre. Zajjal terhelt jel esetén is igaz a tétel, de
ekkor mar nem determinisztikus, hanem varhato értékekre.

e A tétel igaz marad nem egyenértékii mintavételezés esetén is, vagyis ha nem azonos At
id6kozonként mintavételeziink..

Osszefoglalva a tételhez kapesolédé alapfogalmak:
e B a hatarfrekvencia, vagy savkorlat, amely a jel sajatossiga.
e fn, a mintavételi frekvencia, amely a berendezéshez és a méréshez tartozik.

At = fm% két mintavételezés kozott eltelt 1doO.

e T [s] a megfigyelés hossza.

e N = % a megfigyelt értékek szdma.
e Af a Fourier-transzformécié alapfrekvencidja, vagyis Af = % = ﬁ = fmT“ Tehat a

frekvenciafelbontas, melyet csakis T" hataroz meg.

Az amplitidé kvantdlas hibdja - Kvantalasi tétel

Amint mar emlitettiik, az amplitudo kvantalas soran véges 1épcséket vesziink fel és azokon dbrazoljuk
az amplitiddékat. Ekkor nyilvan informéaciét vesztiink, a hiba mértékérdl a kvantdalasi tétel ad in-
formaciét.

Ha az eredeti x(t) jel stiriiségfliggvénye savkorlatozott, akkor a kvantdlt jel varhat6 értéke
megegyezik az eredeti jel varhato értékével, vagyis a kvantdlas torzitatlan becslés:

M (zo(t)) = M (2(t)) (2)

A kvantdlt jel szordsa és az eredeti jel szérasa kozott a kovetkezd Osszefiiggés all fenn:

D (i (1)) = D((0)) + {5 3)

ahol ¢ jeldli a 1épcs6k nagysdgat. A % tagot nevezziik Shepard-féle korrekcios tagnak. Tehét a hiba
mértéke csakis ¢ megvalasztasatdl figg.

A széras hibdjanak mértékét érzékeltetendd, tekintsiik a kovetkezd példat. Tegyiik fel, hogy az
érzékelénkrél egy 0 — 10 V-os jel jon le, és legyen egy sz6 10 bit-es (régi szamitogéprol 1évén szd).
Ekkor a lépcsdk szama

219 ~ 1000, (4)
és igy LoV
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5. dbra. A kvantdlas hibaja
Ebbdl pedig a szérdsnégyzet hibaja
2 —4
q 10 51,2
— = ~107°V=. 6
12 12 (6)

Melynek gyoke
2
,/% ~ V10 % 10-6 ~ 3 % 1073 = 0,003V. (7)

Vagyis a szoras becslésének hibaja az esetek nagy tobbségében elhanyagolhatd, nem érdemes vele
foglalkozni.

1.3. Kalibralas

Az érzékelordl lejove jel digitalizaldsa utan az informaécié szamsorozatként tarolddik a memoridban.
Ahhoz, hogy ebbdl a szamsorozatbol visszakapjuk az altalunk keresett fizikai mennyiséget, ka-
libraciora van sziikség.

A kalibracidhoz sziikségiink van egy ismert nagysagu jelre, etalonra, mely az adott fizikai
mennyiség egységének megtestesitéje ismert hibakorlattal. Az egyszeri mennyiségeknek létezik eta-
lonja (hosszusag, tomeg térfogat, stb.). Mas mennyiségek etalonjat szarmaztatjuk (pl. hdmérséklet).



Ekkor a bemend x jel az etalon, a kimend 7 jel pedig az érzékelérdl lejovo jel. A kalibréacié fel-
adata az x és n valtozdk kozotti Osszefiiggés keresése. Altaldban a méréeszkozok olyanok, hogy
ez a kapcsolat linearis, vagyis a feladat egy kalibrdcids egyenes meghatarozasa. Erre a statisztikai
tanulmanyaink soran megismert legkisebb négyzetek modszerét szokas alkalmazni.

Abrazoljuk a megfigyelt [z;,n;] pontparokat az x — y koordindta-rendszerben. A mddszer al-
kalmazéasdnak feltétele, hogy az = véltozd determinisztikus legyen (tehat azt pontosan ismerjiik,
ne terhelje hiba), valamint az 7 valtozét normadlis eloszldsi véletlen hiba terhelje, vagyis ne legyen
rendszeres hibdja. FEzekre a pontparokra illesztiink y = ag 4+ a1z egyenletli egyenest. Az egyiitt-
hatdékat gy szeretnénk megvélasztani, hogy y(z;) és n; pontok kdzotti négyzetes tavolsdgok Osszege
minimalis legyen:

D= Z(m — (g + a12;))? — min! (8)
i=1

Ahol ag és a1 az ag és ay egyiitthatok becslése. Vegylik észre, hogy D értéke csakis ag és oy
értékétol fiigg, tehat D(ap, 1) kétvéltozos fiiggvény lokdlis minimumét keressiik. Matematikabodl
jol ismert, hogy lokdalis minimuma egy fliggvénynek ott lehet, ahol a parcidlis derivaltak zérus
értéket vesznek fel. A szamolds részletes ismertetése nélkiil a kapott egylitthatdk:

oy = >_ni(zi — ) (9)

> (xi — )2
g + a1 =1, (10)
ahol T és 17 az atlagokat jelolik. Ekkor a Gauss-Markov tétel alapjan o és oy az ag és aq egyttthatdk
torzitatlan becslései [8].

A kalibrélas nem 6rok életii, uijra és ujra el kell végezni, hiszen a berendezésiink az idé mildsaval
nem biztos, hogy mindig ugyanigy miikodik. Tehat ag és a; nem allandé mennyiségek. A ka-
libraciés egyenesnek létezik egy elméleti értéke, ami koril a szamitott egyenesiink mozog. Ah-
hoz, hogy mondani tudjunk valamit a szamitasunk hibdjarél, j6 lenne egy savot meghatarozni az
elméleti egyenes koriil, ami tartalmazza a szamitott egyeneseket. A célunk tehdt konfidencia sdv
meghatarozasa a kalibraciés egyenes koriil.

Eldszor elevenitsiik fel a konfidencia intervallumokrél tanultakat [8]. A konfidencia intervallum
olyan r sugaru kornyezete a mért mennyiségek atlaganak, mely adott p valdszintiséggel tartalmazza
az atlag varhaté értékét. Vagyis, ha &1, &, ... En a mért mennyiségeink, és dtlaguk &, akkor az r
sugaru konfidenciaintervallum olyan, hogy

PE-r<M@E) <&+r)=p. (11)

r a kovetkez6képpen szamolhato:
S*Ast

\/N )

r= (12)

ahol A\t = At (N, p).

A konfidencia sdvot ugy kapjuk, hogy a kalibracids egyenes minden pontja koril megadunk egy
konfidencia intervallumot. A tovdbbiakban bemutatjuk, hogy hogyan is kell meghatarozni ezt a
savot.

Legyen a legkisebb négyzetek médszerével meghatarozott egyenes Y (x) = ap+aqx, ahol tudjuk,
hogy M () = ag és M (1) = a;. Ekkor Y varhaté értéke:

M(Y) = M(ap + a1z) = M(ap) + M(aq)z = ag + a1z (13)



Tehét Y torzitatlan becslése a kalibracids egyenesnek. Y szérdsa, felhasznélva a (10)-es egyenletet:
D*(Y) = D*(ag + a1z) = D*( — anZ + anz) = D* (N + an(z — 7). (14)

Mivel 77 és a1 egymastdl fiiggetlen valtozdk:
D*(7+ a1(z — z)) = D*(7) + D*(a1(z — 2)). (15)

Az dtlag szorasnégyzete szamolhatd az eredeti szorasnégyzetbdl, valamint a szorasnégyzetbdl a
konstansok négyzetesen kiemelhetdk:

2
D*(7) + D*(a1(z — 7)) = ~ + (z — 2)*D*(a1) (16)

Q

D? (oq) a (9)-es egyenlet alapjan:

_ —\2 2 2

(o — z —1)2D2(n,

Dar) = p2[ == D)) SlwimeDAm) | o* (17)
> (i — ) [ Y (zi — 2)?] > (zi — )

Itt a masodik egyenlGség azért igaz, mert az x; mennyiségek hibamentesek, azokat pontosan is-

merjiik a kalibracié soran. Ezzel a kalibracids egyenes szérasnégyzete:

(18)

Ebbél a szdras:

D(Y) :a\/;[+ Z(Ecw_—@;? (19)

Ezzel a konfidenciasdv sugara a kalibracids egyenes egy adott x pontja koril:

[t @y
T’(LU) - )‘st \/N + Z(ﬂfz — j:)Q' (20)

Tehat osszefoglalva, a konfidencia sév az Y(x) = ap + a1z egyenes koriil egy olyan siav mely
egy adott & pontban az Y (Z) pont folott és alatt r(Z) tavolsdgra van, és az ag + ai1x egyenes p
valészintiséggel ebben a sdvban helyezkedik el. Gondoljuk meg, hogy amikor x = = akkor a sav a
legsziikebb, hiszen sugara r(z) = )\stﬁ- Ha pedig z-t6l tavolodunk, akkor az r(x) sugdr né.

A konfidenciasav kiszamitasanak lépései

1. Az [x;, m]f\il adott mérési sorozat T és 1 atlagainak kiszamitasa, valamint az aq és a; egyiitt-
haték meghatarozasa a (10) és (9) képletek segitségével.

2. A maradék szérés kiszdmitdsa: s*? = 1 Zjvzl (n; — ap — a1z§)%. Ekkor a (20)-as képletben
szerepl6 o s*-gal kozelitheto.

3. p valdszinliségi szint megvalasztasa (dltaldban p = 0,95).



6. abra. A konfidenciasdv meghatarozasa.

4. p és N ismeretében Ay meghatarozhaté. Figyelem, Excel-ben Ay N — 1 és 1 — p értékekkel
szamolandé.

5. A mérési tartomdnyban x értékekhez r(x) sugar szamolhaté a (20)-as képlettel. Ekkor az alsé
és felsé hatarok (diszkrét pontokban):

e alsé hatar: ag + ayx — r(z)

e fels6 hatdr: ap + a1z + r(x)

A konfidenciasav hasznalata

Mérés soran a hibaval terhelt n,,-et tudjuk, ehhez szeretnénk z,,-et és hibakorlatot meghatarozni.
Tehat éppen forditva kell eljarnunk. Altaldban a konfidenciasav fels6 hatérira egy masodfoku
gorbét illesztve, a gérbe egyenletébdl 7, ismeretében x,, kifejezhetd. A mérési gyakorlaton hasznalt
miszerek-eszkozok ”jé” berendezések, ezért a gyakorlaton szamolt konfidencia sav sziik lehet.
Abrézolashoz lehet pl. Ag-t ndvelni (p valdszintliség novelésével) vagy a diagramunkat felnagyitani.

Megjegyezziik, hogy ha az «ag és a; egyiitthatokkal meghatirozott egyenes meredeksége kicsi
(vagyis az egyenes lapos), akkor kicsi n valtozdsokhoz nagy x értékbeli valtozds tartozik, igy pontos
mérés esetén is lehet az eredmény pontatlan. A meredekséget szokds az elektronikaban erdsitésnek
nevezni.

2. Fourier-sor, Fourier-transzformacio, spektrum
Korébbi tanulmanyainkbdl tudjuk, hogy az x(t) jel Fourier-sorba fejthetd, ha
e periodikus T' periédusidovel

e T-n létezik a Riemann integralja, vagyis [,z (t)dt < co.
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7. dbra. A konfidenciasav haszndlata.

Ekkor z(t) Fourier-sora:

x(t) = ap + Z (ak cos(kwot) + by sin(kwot)) (21)
k=1

ahol wg = T a korfrekvencia és fy = T a frekvencia. Az egytitthatdk a kovetkezo integralokkal

adhaték meg:
1 / (22)
/ ) cos(kwot)dt (23)

— / ) sin(kwot)dt (24)

A Fourier-sor komplex alakja - Fourier transzformacié

A komplex szamsikon az exponencidlis fliggvény és a trigonometrikus fiiggvények kézott a kovetkezd

kapcsolat all fenn: '
ekt — cos(kwot) 4 i sin(kwot), (25)

e~ kol — cos(kwot) — i sin(kwot). (26)

Ez az ugynevezett Euler-féle 6sszefliggés. Ezekbdl cos(kwot)-t és sin(kwot)-t kifejezve, majd (21)-be

beirva kapjuk:
“+oo

z(t) = Z cpetkent, (27)

k=—o0

10



ahol

%(ak — Zbk) (28)

Habar (27) komplex kifejezés, az Osszegzés soran az imaginarius tagoknak ki kell esnitik, hiszen x(t)
valés jel. Megjegyezziik tovabba, hogy a fenti végtelen sor pusztan formalis kifejezés, amely nagy
mértékben megkonnyiti a szamolasokat, viszont semmiféle fizikai tartalma nincsen.

A Fourier-transzformécié bevezetéséhez tovabbi atalakitasokat kell végezniink. A ¢ egyiitthatd
ay, és by egyiitthatdk definiciéjat felhasznalva a kovetkezo alakba irhato:

/ ) cos(kwot)dt — z/ t) sin(kwot)dt. (29)

Amely az Euler-formuléat felhasznalva:

17 :
A / ()Rt gy (30)
T Jo

Ha az z(t) fiiggvény nem periodikus, hanem T — oo, ekkor Aw = wy = 27” — 0. Tegytik fel

tovabbd, hogy az w := kwy szorzat véges. A fenti jelolések mellett (27) a kovetkez6 alakban irhato:

= el e -

k=—o00

Cl —

Innen az z(t) jel Fourier-transzformaltja:

Felhasznélva, hogy % % , (31) igy irhaté:

1 &

z(t) = —

iwt
5 "' F(w)Aw, (33)

=—00

Melybél T — oo hataratmenettel kapjuk az z(t) jel inverz Fourier-transzformaltjat:

() = % /_ P () dw, (34)

A Fourier transzformalt komplex értékii fiiggvény, tehdt egy w helyen F(w) = a(w) + b(w)i =
|F(w)|e?“) ahol a és b valds értékii fiiggvények, ¢(w) az F(w) komplex szdm fazisa (szoge). Az
x(t) jel amplitidd- és fazis-spektruma megkaphaté F'(w) hosszabdl és fazisdbol:

e |F(w)| az amplitudé spektrum,
o p(w) a fazis-spektrum.

Periodikus 0Osszetevékbdl allé x(t) jelek amplitidé-spektruma vonalas spektrum. Tekintsiik
példaul az x(t) = Asin(wot) fiiggvény egy periddusat. Ha a megfigyelt jel nem periodikus, példaul
valamilyen zaj terheli, akkor az amplitidé-spektrum w-ban mar folytonos spektrum lesz. Fizikai
jelenségek tObbségénél a spektrum egy idé utdn azonosan 0. Emlékezziink vissza, hogy ez épp azt
jelenti, hogy a jeliink savkorldtozott. A mért jelek dltaldban determinisztikus részbél és zajbol
allnak Ossze. Ha a jel spektruma olyan, hogy a periodikus komponensek és a zaj szétvalnak, akkor
szliréssel eltavolithaté a zaj (14sd 4. fejezet).
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2.1. Periodikus jelek feldolgozasa
Diszkrét Fourier-transzformaécié (DFT)

Tekintstik az z(t) jelet, melyet f,,, mintavételezési frekvenciaval, At = 1/ f,,, id6kézénként min-
tavételeziink. Legyen a megfigyelés hossza T és a megfigyelési idépontok 0, At, 2At, ... kAt = tg.
Tegyiik fel, hogy péaratlan szamu, azaz 2n — 1 darab megfigyelésiink van (ez azért fontos, hogy a
megfigyeléseket meg lehessen felezni). A Fourier sorba fejtés alapfrekvencidja (frekvenciafelbontésa)
legyen Af =1/T, és a j. frekvencia f; = jAf.

A fenti jelolések mellett a digitalizalt Fourier-transzformélt integral-kozelité Gsszege:

2n—1
F(f;)=Fj~ Y a(kAt)e 2™t At, (35)
k=0
Alakitsuk at a kitevében 1év6 kifejezést:
1. T j
i2m fity = 2mjAFkAL = i2mj —k—— = — jk.
T 2n n
Legyen tovabba '
W=en é x(kAt) =
Ezzel diszkrét Fourier-transzformaélt:
2n—1 ‘
Fj ~ At Z Wk, (36)
k=0

W elonye, hogy nem fiigg a jeltdl, és értékei egy féatléjara szimmetrikus matrixba irhatok.

j\k[o] 1
0 [1] 1 1 1
1 (1| w [ w2 w?
2 1| w2 wt| wb
3 1| w3 | we | wY

1. téblézat. AW =e hatvdnyainak métrixa.

W hatvanyinak tulajdonsagai:
1. W = e%n — o™ — —1,

2k
=1,

2. (W)
3. ha j > n (vagyis a félfrekvencia feletti értékekre), akkor W7=" = WIW " = —W/,
4. W2k(jfn) — W2kj72kn — Wij.

Mennyi a diszkrét Fourier-transzformalt el6allitdsanak miiveletigénye? Egy darab F} kiszdmitasdhoz,
2n szorzasra majd 2n — 1 Osszeaddsra, végiil még egy szorzasra van sziikség. Ez Osszesen 2n + 2n —
1+ 1 = 4n darab miivelet. Osszesen 2n darab F}; van, igy a DFT miiveletigénye 2n * 4n = 8n?.

12



Gyors Fourier-transzformécié (FFT)

W hatvanyainak tulajdonsagaibol mar jol latszik, hogy a Fourier-transzformélthoz nem sziikséges
minden egyiitthatét kiszamolni, hiszen sok megegyezik. A gyors Fourier-transzformalt 6tlete abban
rejlik, hogy az egyttthatdkat csak a fél frekvencidig szamoljuk ki, utana felhasznaljuk az el6z6eket,
ezzel 1ényegesen lecsokkentve a miiveletigényt.
Viélasszuk kiilon a péros és paratlan szamu megfigyeléseket. A péros megfigyeléseket jelolje
x; = x9p, a paratlanokat pedig :(:;C = w941 (k=0,1,...,n —1). Ekkor a paros tagokra a diszkrét
Fourier-transzformalt: )
e
F = Atz Wk, (37)
k=0
A pératlan tagoké, felhasznalva, hogy WI2k+1) — iy 2ks.

n—1 n—1
Fr = Atz%wg(zkﬂ) — AW Zka%J_ (38)
k=0 k=0
Legyen
n—1 )
Fj=AtY z, W2, (39)
k=0
Ezzel (36) igy irhat6: ,

Gondoljuk meg, hogy ha j > n, vagyis a fél frekvencia feletti tagokra a kovetkezok igazak:
° F;/ = F]"_n, W 4. tulajdonsdga miatt,
° FJ/* = —F;in, W 3. tulajdonsdga miatt.
Ezekbdl pedig rogton kovetkezik, hogy 7 > n-re
Fj_n=F; —WJF}, (41)

valamint az egylitthatékat elég n-ig kiszamolni, majd onnantdl azokat jra fel lehet hasznalni.

A gyors Fourier-transzformalt esetén egy F], és F]/-/ kiszamitdsahoz 2n + (2n — 1) + 1 = 4n
darab miivelet sziikséges, majd F'(fj)-hez még egy darab szorzasra és egy darab Osszeadasra, ez
Osszesen 4n + 2 miivelet. Ezeket a miiveleteket elég j < n-ig kiszamitani, vagyis a félfrekvencidig
n(4n+2) = 4n?+2n miiveletre van sziikség. A félfrekvencidn tiil mar fel lehet hasznélni a korabban
meghatarozott FJ/ és F; értékeket, igy csak egy szorzast és egy kivonast kell elvégezni, ami a
maradék n darab F'(f;)-re 2n miivelet. Ezzel az osszes elvégzendd miiveletek szdma 4n®+2n+2n =
4n? + 4n.

Lathato, hogy a FFT esetében a miiveletigény lényegesen lecsokkent a DFT-hez képest. Sot,
tovabbi felezésekkel a miiveletigény tovabb csokkenthetd, ezért is érdemes 2V elemii mintavételezést
csinalni. Megjegyezziik, hogy az Excel éppen ezért tudja csak egy 2" eleml szamsor Fourier-
transzformaltjat kiszamitani.
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Ablakozas

A gyakorlatban legtobbszor a megfigyelt x(¢) jel nem periodikus, és —oco < t < oo is lehet. S6t a
mérésiink biztosan véges idejii. Mar emlitettiik, hogy az a szokds, hogy a T ideig megfigyelt jelet
tObbszor egymas mellé téve szokds periodikussé tenni azt. Fzzel viszont az a probléma, hogy a kT
idépontokban a jel szakadédsos lehet. Ennek a probléméanak a kezelésére szokas tigynevezett abla-
kozast alkalmazni. Ekkor egy adott w(t) fiiggvénnyel szorozzuk meg az x(t) megfigyelt jeliinket és
azt vizsgaljuk. A w(t) fiiggvény olyan, hogy a mérési tartoményunkon kiviil mindeniitt 0 (8. abra,
bal oldal, piros gorbe). A legegyszeriibb ilyen ablak:

1 hatel0,T]
w(t) = o
0 kulonben.

8. dbra. Bal oldalon a w(t) ablak, jobb oldalon a Hann-féle ablak lathaté.

Amikor z(0) # x(T), ezzel a w(t) fliggvénnyel vett szorzat nem segit. A Hann-féle ablak
mesterségesen elnyomja ezt a szakadést (8. dbra, jobb oldal, piros gorbe.):

w(t) = {;(1—@5(21:%)) ha ¢ € [0,7]
0 kiilonben.

Szamos més ablak is ismeretes, ldsd pl. [1] és [3] javasolt irodalomban, ahol megtaldlhatdk az
ablakok konstrukcidjanak és alkalmazasanak szempontjai is. Nem szabad elfelejteni, hogy ablak
alkalmazédsdval nem az x(t) jel, hanem az x(t)*w(t) szorzat Fourier transzformaltjat képezziik,
ennek hatdsairdl is az emlitett irodalmakbdl lehet téjékozdédni. Ugyanez a helyzet, ha véges T
hosszusagu jel Fourier transzformaltjat képezziik, ekkor ”derékszogli” ablakkal vagtuk ki a jelet.

A kovetkezd példa mutatja az ablaktechnika hatdsossagat. Legyen a vizsgalandé jel:

x(t) = ay sin(27 fit) + a3 sin(27 fat)

A vélasztott paraméterek: a; = 1 [V]; az = 0.0001 [V]; fi = 23 [Hz]; f3 = 200 [Hz]; fmme = 1000 [Hz];
T = 0.3 [s]. Vagyis az els6 ”szinusz”-ra rak6dé mésodik jelrész frekvencidja egy nagysidgrenddel
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nagyobb, mint az els6 jelrész frekvencidja, és amplitidoja négy nagysdgrenddel kisebb. A jel grafi-
konja a 9. dbra bal oldalan lathatd, ez a derékszogii ablakkal kivagott jel. A Hann ablakkal kivagott
jel lathat6 10. abra bal oldalan. A derékszogii ablakkal kivagott jel spektrumédban nem ismerhet6
fel a masodik komponens (9. abra jobb, oldal), de a Hann ablak alkalmazdsa megmutatja ezt is
(10. &bra, jobb oldal) .

ekpiz] iz

9. dbra. Derékszogii ablakkal kivagott jel és spektruma.

10. abra. Hann ablakkal kivagott jel és spektruma.

3. Stacionarius jelek kezelése

Az id6ében lezajlé folyamat mindig egy determinisztikus részbél és egy torzitd zajbdl tevodik Ossze,
melyeket nem lehet megkiilonboztetni. A zaj egyrészt adédhat a folyamatbdl (pl. aramldstani
folyamatokndl érvények vélhatnak le, turbulens dramlds alakulhat ki), vagy a miiszerek elektro-
nikdjdbol. Az id6ben megfigyelt n(t) jel tehat all egy x(t) a determinisztikus jelbél, és egy e(t) a
zajbol:

n(t) = z(t) + &(t). (42)

n(t) maga is val6sziniiségi véaltozd, ami nem csak a véletlentél, de az id6tél is fiigg, e(t) zaj normalis
eloszlést. Igy tehét a folyamatot t6bbszér megmérve nem mindig ugyanazt az eredményt kapjuk,
hanem kiilonb6z6 7y, 12, . .. méréseket, melyek mind ugyanabbdl az x(t) determinisztikus jelb6l és
egy £(t) zajbdl éllnak, és a folyamat realizicidjdnak nevezziik 6ket.
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11. abra.

Tekintstink most egy t; idopontban vett keresztiranyu metszetet. Legyen az ekkor megfigyelt
értékek vektora n(t1) = [ni(t1),n2(t1),...,nn(t1)], n(t1)-et perem valdsziniiségi valtozénak
nevezzik. n(t;) stiriségfiiggvénye szintén id6fiiged: f(z,t1), amely valdjdban f(z,t), ennek kezelése
igen bonyolult és nehéz, ezért két fontos egyszerilisitést tesziink:

1. Legyen a folyamat stacionarius. A stacionaritds azt jelenti, hogy a jel statisztikai jellemz&i
(legaldbb a véarhat6 értéke és a szérdsa) id6ben ne valtozzanak. Természetesen ez nem azt
jelenti, hogy maga a jel id6tél fiiggetlen (a stacionaritéds elvi ellenérzése nehéz feladat, lasd a
2. pont utani megjegyzést). A stacionaritdshoz sziikséges, hogy a jel determinisztikus része ne
legyen id6fiiggs. Ha azt 1atjuk, hogy x(t) idéfiiggs, akkor ennek becslését vonjuk ki a jelbél:
Példaul legyen x(t)-re a becslésiink z(t) és n*(t) = n(t) — z(t), ekkor ha j6 a becslésiink
M(n*(t)) = 0 kell legyen.

2. Legyen a folyamat ergodikus, vagyis feltessziik, hogy az id6 irdanyu valtozasbol megkaphato
a keresztirdnyu véltozas. Ekkor egyetlen realizacio is elegendd. Ha egy folyamat ergodikus,
akkor staciondrius, és a varhaté értékére fennall:

+00 T
M) = / 2f(2)dz = lim % /O n(t)dt. (43)

oo T—o0
Vagyis a sokasag atlaga megegyezik az idéatlaggal.

A stacionaritds és ergodicitds ellenérzése nehéz feladat, sokszor nem is tudjuk elvégezni. Ha
a jelet ”elegendden” hosszu T ideig meg tudjuk figyelni, akkor szeletekre vaghatjuk. A szeletek
egymastol fliggetlen megfigyeléseknek tekinthetdk, igy az atlag és a tapasztalati szoras allanddsaga
statisztikai mddszerekkel (pl. probédkkal) vizsgalhato.
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12. abra.

Varhato érték becslése ergodikus folyamatok esetében

Egyenkozli mintavételezés esetén T = nAt, ekkor az n(t) ergodikus folyamat varhaté értékének
becslése:

t—o00

1 (7 1<
M(n) = lim = t)dt ~ — i At 44
() = Jim % [ ra (44)
Ebbdl pedig
1 n
M(n)=— ;- 4
(n) n;n (45)
Vagyis a varhato érték az atlaggal becsiilheto.

A siirtiségfiiggvény becslése ergodikus folyamatok esetében

Mivel az €(t) zaj feltehetd, hogy normaélis eloszldst, ezért, ha Z(t) jé becslés, akkor n*(t) is normalis
eloszlasu kell legyen.

Tekintsiink egy 7(t) realizaciot. Becsiiljik meg a stirtiségfiiggvényét! Kordbbi tanulmanyainkbdl
tudjuk, hogy a valtozé intervallumba esésének valdszintisége becsiilhetd a stiriiségfliggvény és az
intervallum hosszanak szorzatdbdl. Vagyis, ha f(z)-vel jeloljik a siiriiségfliggvényt, akkor

f(z2)Az ~ P(n € Az).
Mivel a valdszintiség becsiilheto a relativ gyakorisaggal, ezért
AT
f(z)Az ~ Z TT, ahol n(AT;) € Az.

At egyenkozii mintavételezés esetén At = k; At, ezzel

AT; At(kl + ko + ) At(k‘l + ko +) v
J@Az= ) = = T - nAt o
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13. abra.

o= 9

ahol v = k1 + ko + ... a Az intervallumba esés gyakorisaga. Tehédt

f(2) neve amplitudé siirtiségfiiggvény, hiszen az amplitidékbdl hoztuk létre.
Példa: A jobb megértés érdekében tekintsiik az x(t) = Asin(27 fot) fiiggvényt, ahol fo = 1/T a
frekvencia, és szamitsuk ki az amplitudé stiriségfiiggvényét:
S 2At 2 1
A e = — = = ———
IOINEP L GORES

Az — 0 és At — 0 hatdrdtmenettel
@) = 2y
T

‘fl—f derivaltat:
dx
= A2m f cos(27 fot).

Szamitsuk ki
dt

Kihasznalva, hogy sin?(27 fot) + cos?(2m fot) = 1
cos(2m fot) = \/1 — sin?(27 fot).

Es ezzel
dx - x2
= A2mfo\/ 1 — sin® (27 fot) = A2mfor/ 1 — T 27 fo/ A2 — 22,

dt
Tehat a keresett stirtiségfiiggvény:
1 1

2
f(x):T%'fO\/AQ—x?

Ha a jelet még valamilyen normadlis eloszlasu zaj is terheli, akkor az Osszeg stirtiségfiiggvénye
altaldban egy "két pupu” striségfiiggvény. Tehat a mért jel stirtiségfiiggvényének alakjabol lehet

oA — g2

kovetkeztetni a determinisztikus jelre.
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x(t)=2sin(2nft) f(x) amplitado sriségfiiggvény

E

14. dbra. Az x(t) = Asin(27 fot) és f(z) = W\/ﬁ amplitudé siirtiségfliggvénye

15. dbra. A sinusz fiiggvény zaj nélkil és amplitidé siiriiségfiiggvénye

16. abra. A sinusz fiiggvény zajjal és amplitudo striiségfiiggvénye

Példa: Tekintsiik a z(t) = Asin(wt + ¢) + (t) fiiggvényt, ahol £(¢) véletlen zaj. A 15.-19 abrdk
mutatjak, hogy hogyan véltozik x(t) amplitidé silirtiségfiiggvénye a zaj mértékét novelve.  J6l
megfigyelhetd, hogy minél nagyobb a zaj mértéke, az eredeti szinuszos jel anndl kevésbé vehet6 ki
a bal oldali abrakon, valamint az amplitiadé striségfiiggvény egyre jobban hasonlit egy normélis
eloszlasi valtozoé strlségfiiggvényéhez.
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18. dbra. A sinusz fiiggvény zajjal és amplitudé siiriiségfiiggvénye

U

19. dbra. A sinusz fiiggvény zajjal és amplitudé strtiségfiiggvénye

Autokorrelacio és keresztkorrelacié ergodikus jelek esetében
Emlékezteto: A £ és i valoszinliségi valtozdk korrelacids egytitthatoja:

M ([ — M(&)][n — M(n)])
O¢On

o*(&m) =

(47)

mly tm dnghgy a két valtozo kozott linedris kapcesolat. A fenti képlet szamlaldjaban
levé kifejezés a kovariancia
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Legyen most £(t) és n(t) ergodikus folyamatok, és M () = M(n) = 0. Ekkor a keresztkor-
relaciés fiiggvényiik:

+oo
Cen(r) = / E(tyn(t + 7). (48)

Bizonyithaté, hogy ergodikus folyamatok esetében a keresztkorrelacids fiiggvény csakis az eltolastol
fligg.

A figgvényt a gyakorlatban tipikusan csében dramlé szemcsék sebességének megallapitdsara
hasznaljak. Tekintslink egy csovet melyben nagy sebességli levegé aramlik, és szérjunk bele va-
lamilyen szemcséket. Kérdés, hogy mennyi id6 alatt jutnak el a szemcsék a csé 1-es pontjabdl a
2-esbe, melyek L tavolsdgra helyezkednek el egymastél. Tegyilink egy-egy induktiv érzékel6t az
1-es és 2-es pontokba, melyeknek fesziiltségjele legyen rendre &(t) és n(t). Ahol C¢,(7) maximalis,
legyen ez Cg ,(7%), az lesz az L tdvolsig megtételéhez sziikséges id6.

Ha a keresztkorrelaciés fliggvényt nem ketto, hanem egy valtozora irjuk fel, akkor kapjuk az
autokorrelaciés fuggvényt:

+o00
Ceelr) = / E(t)E(t + 7). (49)

Az autokorrelaciés fiiggvény periodikusnak tiné fiiggvények periédusidejének meghatirozasara
valo.

Példa: Legyen z(t) egy masodrend(i mérérendszer vélasza ugrésfiiggvény bemenetre. Keressiik
a sajatlengés frekvenciajat.

s et a® 2305 pispennra

20. dbra. x(t) fliggvény és spektruma.

Az autokorrelacids fliggvény elsé maximuma a 7" = 20 [s] helyen van, vagyis a sajitfrekvencia
f=1/T =0,05 [Hz|.

4. Sziirés (gépész hallgatéknak)

A kovetkezékben arrdl lesz szd, hogy hogyan lehet kezelni az eltdrolt zajos jelet.

Szlirés soran egy bemené x(t) jelet (gerjesztést) egy F filter kimené (vdlasz) y(t) jellé alakit.
A filter vagy egy adott frekvenciatartomanybdl a nagy frekvencids részeket, vagy egy adott frek-
venciasavot tart meg vagy szlr ki. Vizsgaljuk meg, hogy hogyan viselkedhet egy sziiré, honnan
tudhatjuk, hogy egy adott valaszbdl milyen gerjesztésre lehet kovetkeztetni.
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21. dbra. Az autokorrelaciés fliggvény

Szilir6vizsgalat

Legyen F sziir§ és tegyiik fel, hogy egy specidlis z((t) gerjesztésre ismerjiik az yo(t) valaszat. Ekkor
tetszéleges x(t) bemend jel esetén ki szeretnénk tudni szdmitani az y(¢) kimend jelet. A specidlis
jel lehet az ugras fiiggvény vagy a Dirac delta. Vizsgaljuk meg mi torténik a Dirac delta bemend
jel esetén.

Emlékeztets: a 0(t) Dirac delta fliggvényt gy kapjuk, hogy vessziik az origdba helyezett
A(t) szélességii 1 tertiletli téglalapot, ekkor a téglalap magassdga 6(¢, A(t)). Ha A(t) — 0, akkor
d(t) = +oo. Ha az origdt a ty pontba toljuk, akkor d(¢t — o).

Tegyiik fel, hogy az F sziir6 linedris és invarians, vagyis

e gerjesztések linearis kombindcidjara a valaszfliggvény, a valaszok linearis kombinécidja.
e a jellemzdk id6ben nem véltoznak.

Tegyiik fel tovabba, hogy ismerjiik F' vélaszat a d(t) gerjesztésre, legyen ez w(t), és 0(t — tp)-ra a
véalasz w(t — tg). Ekkor mas tetszbleges x(t) bemend jelre a valasz a kdvetkezéképpen szamolhato.
Egyetlen impulzusra a valasz

(1) ATw(t — 1%),

ez az Osszesre Osszeadodik:
n

y(t) ~ Z x(ti)w(t — ) AT.

k=0
AT — 0 hataratmenettel:

+o0
y(t) = /O s(F)w(t — 7)dr. (50)

y(t) ekkor az z(t) és w(t) figgvények konvolicidja, melyet *-gal szokds jelolni: y(t) = x(t) x w(t).
Tehat z(t) és w(t) ismeretében y(t) szamolhatd. Igaz a kovetkezo allitas is, melyet nem bizonyitunk.
Legyen
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22. abra.

Ekkor ha y(t) = z(t) * w(t), akkor Y = XW. Vagyis ha y(t) eléall az x(t) és w(t) fiiggvények kon-
volucidjaként, akkor y(t) Fourier-transzformaltja el6éll az x(t) és w(t) Fourier-transzformaltjainak
szorzataként.

w ismeretében négyféle szlirét kiilonboztetiink meg.

o Aluldteresztd sziird
e Felildtereszto sziirod
e Savatereszto szlurd

o Savkizard sziro

WH Wit
1 1

Q) ) ) W

P p

23. abra. Bal oldalon az alulateresztd sziir0, jobb oldalon a feliilatereszt6 szlird jelleggorbéje lathato.

Ezek elméleti jellegbrbéjét az 23-24. dbrak mutatjak. A megvaldsitdshoz tekintsiik pl. az alulateresztd
sziirét. A 0 és w), kozotti frekvenciatartomdnyt atereszti, majd megjelenik egy dtmeneti tartomany,
amig el nem ériink a w. frekvencidhoz melyen til mar a vagasi tartomény van.

Megjegyezziik, hogy szlirés csak akkor alkalmazhatd, ha a determinisztikus és zajos jel frekven-
ciakomponensei kiilonvalnak. Ha nem igy van, akkor a vagas soran nem lehetiink biztosak abban,
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24. abra. Bal oldalon az savatereszt6 sziird, jobb oldalon a savkizard sziro jelleggorbéje lathato.

Sz(ir6 karakterisztikak

abs(w)
1.2

1
0.8
06 ——Csebisev (3. rend)

’ ——Butterworth (4. rend)
0.4
0.2

0 Q/Qc

0 1 2 3 4

25. dbra. Az dtmeneti tartomdny bemutatdsa a Csbisev (kék), és a Butterworth (piros) karakte-
risztikdk esetén.

hogy valéban a szamunkra lényeges informéciét tartjuk meg és a lényegtelent vagjuk le. A szlirés
akkor j6, ha alakra ugyanolyan a véalasz jel, mint a bemend jel. A sziirés jésdganak ellenérzéséhez
az aldbbi példa javasol mddszert.

Példa: Tekintsiik a kovetkez6 x(t) jelet:

z(t) = bsin(4nt) + 2sin(5 * 4wt + %),

melyet egy véletlen e(t) zaj terhel (26. dbra bal oldala). A Csebisev sziirével megmaradt y(t) jel a
26. abra jobb oldaldn lathaté.

A sziirés akkor jo, ha a z(t) — y(t) jel normalis eloszlast kovet, ennek hisztogramja a 27. dbra
bal oldalan lathaté. Jol latszik, hogy x(t) — y(t) normélis eloszlast kovet, vagyis a sziirés jonak
mondhatd, melyet a Ryan-Joiner teszttel ellendriztiink [8].
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27. abra. Az x(t) — y(t) jel slirliségfiiggvénye.

5. Atlagolési eljarasok

Az atlagolasi eljaras allando zajos jelek illetve nem til nagy frekvencidjui jelek simitasara hasznalhato.

Legyen az n elemil mérési sorozatunk zg, z1,...,T,_1, ezek atlagaval becsiilhetd x,,:
n—1
1
Tn = — E Tk, (51)
n
k=0

ahol 7, jeloli az x, becslését. Ezzel a mddszerrel minden kovetkezd becsléshez sziikség van az
el6z6 Gsszes mérési eredményre, amely igen nagy tarhelyet igényel. Sziikség van tehat egy rekurziv
formuléra, amelyhez nem kell az egyre nagyobb n elemt jelet tarolni.

1 & 1 1 = 1 n
S _ _ z 52
Tt ”+1kz—o$k n+1xn+n+1kz_0:vk s £ e L1 (52)

az utolsé egyenldségnél felhasznaltuk az (51)-es egyenletet. Tehat azt kaptuk, hogy Z,41 el6éll
a legutobb mért és a korabban becsiilt értékek linedris kombindciéjabdl. Az egyenletet tovabb
alakitva:

R 1 n 1 1 N 1

xn-l—l:nixn"i_n_’_lfn""n_}_lwn_n_’_lxn:xn

(zn — Zp), (53)
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Tehat azt kaptuk, hogy

Tnyl = Tn + (zn — Zp), (54)

n+1
ahol a jobb oldalon allé Osszeg els6 tagja a predikcio, méasodik tagja pedig a korrekcio, a képletet
pedig predikciés-korrekcios formulanak nevezik.

Megjegyzés: Az (54)-es formula egylépéses mddszer, hiszen k = 1 1épés becslésére alkalmas. A
formula kiterjeszthetd k > 1 tobblépéses esetre is. k < 1 1épés esetén visszafelé simitunk tgy, hogy
figyelembe vessziik az elére becsiilt értékeket is, ezt hivjak ablakos simitdsnak (14sd aldbb).

Az (52)-es becslést mas silyokkal is el lehet végezni, ekkor exponencidlis atlagolasrdl beszéliink.
Legyen @ > 1, ezzel az (52)-es formula:

. 1 -1
Tnt+1 = a-xn + Qme (55)

hasonlé becslés irhaté fel T,-re is, amit beirva az el6z6 képletbe:

_ 1 —1/1 1 1 1 1 1\2
%H:Q%+Q( +Qm%Q:%+@—Qﬁ%H{L—>m%L®®

— Xy
Q \Q" T Q Q" Q Q
Tovabb folytatva a sort kapjuk:
- 1 1 1 1 1,2 1 1,3

Ezt a becslést ”felejtos” becslésnek is szokds nevezni, mert az egyre kisebb indexti tagoknak egyre
kisebb egyiitthatéi vannak.

Becslés ablakokkal is végezhetd, amikor az atlagolast nem az egész adatsorra végezziik el, hanem
csak azokra a tagokra melyek beleesnek az ablakba. Ekkor példaul egy N hosszu ablak esetén

1 n—1
k=n—N

Ha az ablak olyan, hogy mindig az éppen kozéps6 pontot becstiljiik, a koriilotte levd elemek
atlagaval, akkor bels6é pontos simitasrél van sz6. Ekkor egy N hosszi ablak esetén

~ 1
T4 = N Z Tk (59)

A fenti 58 és 59 képletekben minden xp-nak azonos 1/N silya van. Megjegyezziik, hogy olyan
ablakok is 1éteznek, melyek nem szogletesek, példaul a (Fourier-transzforméciénal) mér latott Hann
vagy Hamming ablakok, ahol a ”becsiilendd” j-edik elemtdl tavolodva egyre kisebb a sily:
i+
;= Z WETk (60)

k:j_N2—1

A simitas josaganak megitéléshez hasonléan jarhatunk el, mit szlirésnél tettiitk. Ha az eredeti
és a simitott jel kiilonbsége normélis eloszlast mutat, akkor feltehetjiik, hogy csak a zajt simitottuk
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le. A normalités ellendrzésére alkalmas lehet pl. a Ryan-Joiner tesz (lasd [8]). Altaldban elmond-
hatd, hogy a felsorolt mdédszerek mind numerikus mddszerek, ezért mig egyes esetekben igen jénak
bizonyulhatnak, mas esetekben nem érdemes 6ket hasznalni. Mindig a probléma sajatossiga az,
hogy milyen numerikus moédszert érdemes haszndlni.

Példa: Tekintsiik a kovetkezo zajjal terhelt csillapitott lengést:

x(t) = B(1 — e™¥%) + Asin(2r ft) (61)

#4_ (t)
tr AL

x(t) és az atlagolassal simitott kozelitése a 28. abrén lathatd. Jol latszik, hogy ezzel a simitédssal a
lengés egyaltaldn nem kaphatd vissza.

2

tis]

atagolt ol

tis]

28. dbra. Az x(t) zajos jel, és az atlagolasos simitdssal kapott jel (alsé dbra, piros vonal).

Az z(t) jel exponencidlis simitdssal vett kozelitése Q@ = 5 és Q@ = 50 esetén a 29. dbrén kézépen
illetve lent lathatd. @ = 50 esetén a simitas kezdetben nem igazan jo.

A 30. dbra derékszogl (felsé sor masodik kép), Hamming (alsé sor elsé kép) illetve Hann (alsé
sor mésodik kép) ablakokkal vett simitdsokat mutatja.

5.1. Savitzky-Golay simitis (1964)

Egy masik simitasi mddszer, amely egyben egy szlirési eljarasnak is nevezheto, az Savitzky-Golay
simitds, amely a kovetkezd otleten alapszik. Legyen z(t) egy zajos folyamat, amelynek At egyenkozii
megfigyelései az x1,x2,... x, értékek. Célunk a megfigyeléseket terhel6 zaj csokkentése. Ezt a
kovetkezé médon valdsitjuk meg. A j. megfigyelés el6tt és utdan levd két-két megfigyelésre, vagyis
0t pontra méasodfoku polinomot illesztiink legkisebb négyzetek mddszerével. Ezzel a j. mérési pont
simitasa legyen az abba a pontba illesztett masodfokt polinom helyettesitési értéke.

A fentieket matematikailag is megfogalmazzuk. Eldszor hatdrozzuk meg a j. pont koré illesztett
masodfoki polinomot. Vezessiik be a t valtozo helyett a z valtozdt:

ty —t;

At ahol k=j-2j-1,jj+1j+2 (62)

Z =
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exp. simitott el Q=5

)
)
)
)
}
|

tis]

exp. simitatt ol Q=80

sl

29. dbra. Az x(t) zajos jel, és az exponencidlis dtlagoldssal simitott jel. A felsé dbran az eredeti jel
lathatd. A kozépso dbran (Q = 5, az a alsé dbran pedig @Q = 50 értékekkel szamolt simitds van.

zajos jel derékszagl ablakkal simitot jel
2 2
2.4 2.4
22 22
= Z
2 2
18 18
1 L 1. L
5 10 16 20 2 5 10 16 20 2
t[s) tls]

Hamrming ablakkal simitott jel Hann ablakkal simitatt jel

30. dbra. Simitds ablakokkal.

Az egyszeriiség kedvéért legyen most z1 = —2, 29 = —1, 23 = —0, 24 = 1, z5 = 2. Az illesztett
maéasodfokd polinom pedig
Y(2) = ap + a2 + ag2?, (63)

melynek «q, a1 és as egyutthatoi legkisebb négyzetek modszerével meghatarozhatd. A modszer
lényege, hogy az illesztett gorbe és a mérési pontok kozotti eltérések négyzetosszegét minimalizélja.
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zajos &5 Hamming ablakkal simitot jel
215 T T = —

31. abra. Zajos jel Hamming ablakkal vett simitasa.

Tehat irjuk fel a minimalizaland6 F' hibafiiggvényt:

2 2

2
F(ap, a1, 9) = Z (2 — Yi)? = Z (zr —ap— a1z — agz2) (64)
k=—-2 k=—2

F minimumhelyét az a;-k szerinti parcialis derivaltakbol tudjuk megallapitani. A derivdldsok és
némi atrendezés utan a kovetkezé harom egyenletbdl allé egyenletrendszert kapjuk:

2
bag + 0ay + 100y = > ay, (65)
k=-2
2
Oag + 100y + 00y = > ap2p, (66)
k=-2
2
10y + Oy + 34as = Z xkzi. (67)
k=-2

Ez egy linearis algebrai egyenletrendszer, melynek megoldasai konnyen kiszdmithatok:

1
oy = % (—3a:j_2 + 12:cj_1 + 171‘]‘ + 12:17j+1 — 31:j+2) , (68)
a1 = ... (69)
Qy = .... (70)

Az illesztett polinommal csak a k6zépsd, j. értéket simitjuk. Feltevésiink szerint z; = 23 = 0, ezért
Y}‘ = Q.
Ezt altalanositva felirhaté altalaban a kozépso6 j. pont helyén a simitott érték:

2
Y, = Z Crxyp (71)
k=-2
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A C} egyutthatok pedig C_o = Cy = —%, C1=01= %, Co = %

A j < 3 vagy j > n — 2 kritikus széls§ pontok, amelyekben a fenti mddszer nem miikodik.
Ezekre a pontokra tébb megoldas koziil valaszthatunk.

e Az x; sorozatot onkényesen szimmetrikusan folytatjuk. Példaul a mérési sorozat elejét és
végét kibovitjiik két taggal dgy, hogy az az xg és x, pontok koriil legyenek szimmetrikusak.

o Az elsd és az utols6 simité paraboldbdl nem csak a kozépsé értéket simitjuk, hanem az elsé,
illetve az utolso két értéket is.

Tovabbi dltalanositasokkal is élhetiink:
e A simitott pontokban derivaltak is szamithatok.
e A legkisebb négyzetek modszerében lehet silyozni a pontokat.

e Nem csak 5 pontra, hanem 7, 9, stb. pontra is lehet simité polinomot illeszteni. Az illesztett
polinom lehet magasabb fok is.
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